
5 Andere beschikbare databestanden

Zoals al in hoofdstuk 2 duidelijk is geworden, is meer zwaartekrachtinformatie nodig
om een goede lokale of regionale geoïde te bepalen dan de binnengebieddata die rs be-
handeld in hoofdstuk 3. Deze andere data zijn geopotentiaalcoefficienten. Daarnaast
zijn ook nog data beschikbaar die een verbetering of controle van de gravimetrische
geoïde kunnen geven. Uit beschikbare GPS metingen en waterpasresultaten. kunnen
geoïdehoogten worden berekend en die kunnen worden gebruikt als controle voor de
gravimetrisch berekende geoïdehoogten. \rerder zijn er schietloodafwijkingen beschik-
baar, die aangeven wat de helling van de geoïde in een punt is. Deze onafhankeliike
geoïde-informatie kan worden gebruikt ter controle en verbetering van de gravimetrische
geoïde, wat in de hoofdstukken 6 en 8 zal worden getoond.

5.1 Geopotentiaalmodellen

De geopotentiaalmodellen die momenteel ter beschikking staan kunnen worden onder-
verdeeld in 3 categorieên.

. puur satelliet (bijvoorbeeld JGM-IS, GRIM-S)

o gecombineerd (bijvoorbeeld JGM-1, GRIM-C, GtrM-T2)

o hoge resolut ie geopotent iaalmodel len (bi jvoorbeeld OSUB1. OSUB9, OSU91,
GFZe3A)

De modellen die staan genoemd tussen haakjes zijn voorbeelden. er zijn nog meer
modellen beschikbaar. De eerste categorie betreft modellen die zijn berekend op basis
van alleen metingen van satellietbanen. Door het meten van satellietbaanafwiikingen
kunnen alleen coefficienten van lage graad n worden bepaald. wat kan worden begrepen

uit  de t" .-  ( f , )"  in 1,t .S1. \rolgens (Seeber,  1993) lukt dat tot  ongeveer graacl 20.

Omdat met aileen satellietbaananalyses de bolfunctiecoefficienten slechts tot lage graad
en orde goed kunnen worden bepaald, wordt zwaartekrachtinformatie die is gemeten
aan het aardoppervlak toegevoegd om meer coefficienten beter te kunnen bepalen.
Hiervoor worden bijvoorbeeld 1'x1o gemiddelde waarden gebruikt. Op basis van deze
gecombineerde data worden modellen berekend tot een maximale graad en orde 50. zoals
bijvoorbeeld GRIN,{-C. De kleinste golflengte die wordt beschreven door deze modcllen
is ongeveer 800 km.

Omdat alle golflengten in het zwaartekrachtsignaal kleiner dan 800 km niet worden
beschreven door zulke modellen. 'lvorden ook hoge rcsolutie geopotentiaalmoclelierr be-
rekend. Deze modellen hebben harmonische coefficienten tot een maximale graad en
orde 360. Dat betekent een kleinste golflengte van ruim 100 km. Mct hoge rcsolutie bc-
doelt men dus hoge resolutie voor een globaal geopotentiaalmodel. aangezien cle lokale
modellering voor een veel hogere resolutie gebeurt (0.1-10 km). De bekendste van zulke



5.2 Overige relevante databestanden 121

modellen zijn berekend aan Ohio State University in de Verenigde.Staten van Amerika.
Het meest recente model is OSU9lA (Rupp e.a., 1991). Dit model is berekend op basis
van de geopotentiaal coefficienten van GEM-T2, in combinatie met 0.5ox0.5o gemid-
delde waarden op het aardoppervlak. Deze gemiddelde waarden zijn verkregen uit land-
en zeezwaartekrachtmetingen, en uit radarhoogte-metingen vanuit altimetersatellieten.
In de gehanteerde berekeningsprocedure worden eerst alle coefficienten met hun stan-
daardafwijking tot en met graad en orde 50 bepaald uit de gemiddelde blokwaarden,
welke vervolgens via een gewogen gemiddelde met de coefficienten van het GEM-T2
model de coefficienten tot en met graad 50 van OSUglA opleveren. Vervolgens worden
alle coefficienten voor de graden n: 51,360 bepaald met een numerieke integratie van
(A.2). De werkelijke methode is iets ingewikkelder, maar hiermee wordt wel het idee
aangegeven van de manier van berekening. De zwaartekrachtdata worden eerst gecon-
troleerd op fouten en allemaal in hetzelfde referentiesysteem gebracht, waarna correcties
worden aangebracht voor atmosfeeraantrekking (zie ook hoofdstuk 7) en verwaarlozing
van hogere-orde termen van de normaalzwaartekracht. Verder worden er correctieter-
men berekend en aangebracht, die corrigeren voor de sferische benadering die nodig is
om de Stokes integraal oplossing te verkrijgen. Hierop wordt verder ingegaan in hoofd-
stuk 7. De berekening van de coefficienten vindt plaats in een iteratief proces, waarbij
de gewichten voor de verschillende data worden getuned, zodanig dat wordt verwacht
dat optimale resultaten worden verkregen. Bij de berekening wordt voor alle coefficien-
ten een standaardafwijking berekend. De correlaties tussen de standaardafwijkingen
worden niet berekend, om rekentechnische redenen. Er zijn bijna 130000 coefficienten
voor een 360-model, zodat de dimensie van zo'n covariantiematrix ook bijna 130000 is.
Dat zijn bijna 8.5 miljard covariantiewaarden.

Uiteindelijk zijn de bepaalde geopotentiaalcoefficienten vergeleken met onafhankelijke
zwaartekrachtinformatie (zoals satellietbanen, Doppler metingen en GPS-metingen),
om een indruk te krijgen hoe goed het model is en of de precisiemaat realistisch is.
Daarbij wordt het altijd duidelijk dat betere resultaten worden bereikt voor gebieden

waar goede invoer-zwaartekrachtwaarden zijn gegeven, dan voor gebieden waar de be-
schikbare data niet zo goed zijn (met name delen van de voormalige Sovjet-Unie en
Zuid-Amerika). Uit een vergelijking met niet voor het model gebruikte altimeterme-
tingen blijkt de overeenkomst een flink stuk beter te zijn dan met het vorige OSU89B
model. De procedure wordt in detail beschreven door (Rapp&Pavlis, 1990).

5.2 Overige relevante databestanden

Alle data die nodig zijn om een combinatie geoïde-oplossing te berekenen zijn nu be-

handeld. Er is echter nog meer informatie beschikbaar die iets vertelt over de geoïde.

Het betreft drie verschillende soorten gegevens. De eerste dataset bestaat uit GPS-

hoogteverschillen, die zijn uitgerekend ten opzichte van de WGS84-ellipsoïde. Door de

orthometrische hoogteverschillen van de GPS-hoogteverschillen af te trekken, blijven
geoïdeverschillen over (zie figuur 1.2). Deze geoïdeverschillen kunnen worden vergeleken

met de gravimetrische geoïdeverschillen. De geoïdehoogteverschillen uit GPS en wa-

terpassen zijn gegeven ten opzichte van WGS84, de gravimetrische geoïdehoogten zijn

berekend ten opzichte van GRS80. De vormparameters van deze twee ellipsoïden is ge-
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lijk (Kumar, 1988), en er kan van worden uitgegaan dat ze ook samenvallen. Er is dus
geen coordinaattransformatie nodig voor één van beide geoïdemodellen. In Nederland
zijn twee datasets beschikbaar met goede GPS-resultaten. Beide datasets zijn metingen
die zijn verricht op het NEREF-Mareo netwerk. De eerste dataset is gemeten in 1991 en
verwerkt bij de afdeling Rijksdriehoeksmeting met het Tlimvec-verwerkingspakket (Van

Buren, 1991). De precisie van de hoogteverschillen wordt geschat op 3 cm. Er is geen

variantie-covariantiematrix van de coordinaatverschillen beschikbaar. In 1994 is op-
nieuw gemeten op de NEREF-Mareo punten, met als één van de doeleinden de controle

en verbetering van de nieuwe gravimetrische geoïde. Ditmaal is gemeten met nieuwe en

betere ontvangers, Ttimble SSE twee-frequenties ontvangers, en tevens was de satelliet-

configuratie beter dan in 1991. De verwerking is gedaan door de Meetkundige Dienst

van de Rijkswaterstaat met behulp van de Bernse software (Zomerdijk&Molendijk,

1995). De vereffening van de basislijnen heeft plaats gevonden met het geavanceerde

vereffeningspakket SCAN3, waarbij een pseudo-kleinste-kwadraten aansluiting aan de

ETRF92-coordinaten in ETRS89 van de punten Onsola, Kootwijk en Wettzell is uit-
gevoerd. De precisie van de hoogteverschillen uit deze campagne, mede gebaseerd op

herhaalbaarheid van verschillende sessies, wordt geschat op 2-3 cm. Uit SCAN3 is een

volledige variantie-covariantiematrix beschikbaar voor de 22 punten, waarvan er 19 in

Nederland liggen. De standaardafwijking van de waterpashoogteverschillen is enkele

mm's zodat de precisie van de geoïdehoogteverschillen uit GPS en waterpassen gelijk

À C )

Figuur 5,1 19 GPS-waterpas geoïdehoogtepunten in Ned,erland'
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kan worden genomen aan de GPS-precisie. Figuur 5.1 geeft aan ïvaar de NEREF-Mareo
punten zich bevinden in Nederland. Door de bedekking van heel Nederland kan een
controle van grote golflengten worden gedaan.

Naast deze GPS/waterpas datasets met punten in heel Nederland, is ook een bestand

beschikbaar gesteld door de NAM, met 37 punten in een gebied van ongeveer 50x70
km2 in Groningen. De kwaliteit hiervan is bedraagt ongeveer 0.5-1 cm, en deze punten

bieden de mogelijkheid om de geoïdeverschillen die hiermee zijn bepaald te vergelijken

met het oude en het nieuwe geoïdemodel voor Nederland. Door de korte afstanden

tussen de punten kunnen hiermee de kleine golflengten worden vergeleken.

De tweede soort beschikbare data die geoïde-informatie bevat zijn schietloodafwijkin-
gen. Deze kunnen voor een enkel punt worden bepaald door metingen te verrichten naar

sterren, waarmee de astronomische positiecoordinaten ó en A kunnen worden bepaald.

De verschillen van de astronomische coordinaten met de ellipsoïdische coordinaten van

hetzelfde punt zijn de schietloodafwijkingen, f en 4 in respectievelijk g en À-richting.

De relatie van de schietloodafwijkingen met de geoïdehoogten wordt beschreven door
(Heiskanen&Moritz, 1967)
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De schietloodafwijkingen geven aan wat de helling van de geoïde is in het betreffende

punt. Ze kunnen een controle geven op de helling van de geoïde. In Nederland zijn

voor 36 punten de schietloodafwijkingen gegeven. Daarvan staan er 32 beschreven in

(Husti, 1975) en (Husti, 1978). De standaardafwijkingen van de schietloodafwijkingen

is o6 :0.2",  en o,t :0.3" (= 1 ppm: 1" cm/10 km : 10 cm/100 km). Daarnaast zi jn

door (Schreutelkamp&De Graaff, 1995) enkele schietloodafwijkingen berekend op basis

van oude metingen en beschikbaar gesteld voor vergelijking met de geoïde. Hieronder

bevinden zich ook de 13 noord-zuid-componenten { die begin deze eeuw zijn gemeten

en zijn gebruikt voor de definitie van het Bessel-referentiesysteem in Nederland (zie

Heuvelink, 1913). De standaardafwijking van deze metingen is ongeveer 0.1". Voor

de plaatsen waar zowel begin deze eeuw als door Husti is gemeten, is de waarde van

Oudemans gebruikt voor de astronomische breedte. Dit is voor 7 punten het geval. De

verschillen tussen de twee waarden zijn binnen de opgegeven precisiematen. De posities

waar de schietloodafwijkingen zijn gemeten worden gegeven in figuur 5.2, waarin ook

de waarde van de schietloodafwijkingen is weergegeven. Deze schietloodafwijkingen

zijn berekend in WGS84. Door de beperkte precisie over lange afstanden bieden de

schietloodafwijkingen vooral een controle op de hoge frequenties van de geoïde.

In hoofdstuk 6 zullen verschillende gravimetrische geoïdemodellen (gebaseerd op ver-

schillende kernfunctiemodificaties) worden vergeleken met de GPS-resultaten en de

schietloodafwijkingen. In hoofdstuk 8 zal de definitieve gravimetrische geoïde voor

Nederland worden berekend en daarna worden verbeterd met deze externe geoÏde-

informatie.
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Figuur 5.2 Schietloodafwijkingen i,n Nederland (") ten opzichte uan WGS9{. De punt
geeft de positi,e ean, het lijntje de richting. De lengteschaal wordt li,nlcson-
derin aangegeuen.

Tenslotte zljn er nog geoïdemodellen beschikbaar die vroeger zijn berekend. Natuurlijk

is er de vorige geoïde voor Nederland, die is berekend door Van Willigen (1985)- En

verder is een geoïdemodel voor Duitsland beschikbaar dat is berekend in 1988 (Denker,

1989) en dat voor het grensgebied met Nederland ook geoïdehoogten geeft. Vergelijkin-
gen hiermee van de nieuwe gravimetrische geoïde zullen worden gedaan in hoofdstuk

8 .

5.3 Topografie

Hoogfrequent zwaartekrachtsignaal (zwaartekrachtvariaties) is sterk gecorreleerd met

topografievariaties. Als op een punt in bergachtig gebied een zwaartekrachtwaarde

wordt gemeten, dan zal deze waarde niet representatief zijn voor een groter omliggend

gebied. Als de topografievariaties een grote amplitude hebben, zal er op de overeenkom-

stige golflengten van het zwaartekrachtsignaal ook een aanzienlijke amplitude gelden,

die een significante bijdrage aan de geoide kan opleveren (enkele cm). Men zou dan

een zeer dicht zwaartekrachtnet moeten meten om deze frequenties goed te kunnen

beschrijven en geen aliasingeffecten te krijgen. Omdat dit duur en tijdrovend is, wordt

in de praktijk een andere oplossing toegepast. Met behulp vah een digitaal terrein
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model (DTM) wordt uitgerekend wat het zwaartekrachteffect is van de hoogfrequente
topografie. Dit effect wordt van de metingen afgetrokken, waardoor alleen grotere golÊ
lengten in de zwaartekrachtanomalieën overblijven, welke wel representatief zijn voor
grotere gebieden. Op basis hiervan kan worden geïnterpoleerd en gemiddelde blokwaar-
den worden berekend. Het aliasingprobleem is hiermee opgelost. Als de hoogfrequente
topografie een grote amplitude heeft dient men ook nog de bijdrage aan de geoïde
hiervan te berekenen. Dit is eenvoudig mogelijk en met een klein integratiegebied van
bijvoorbeeld 20 km is deze bijdrage te berekenen. In de literatuur wordt vaak een
integratiegebied tot 167 km van het berekeningspunt gebruikt (Vermeer, 1992). Dit is
echter niet nodig als een goed en dicht zwaartekrachtnet beschikbaar is.

In de fysiche geodesie is de berekening van de topografie-effecten op zwaartekracht en
geoïde een belangrijk onderzoeksterrein, waar de laatste jaren veel aandacht aan is be-
steed. Voor cm-geoïdeprecisie vraagt dit ook om een degelijke aanpak. De procedures
die tegenwoordig standaard wordt toegepast zijn ontwikkeld door (Forsberg&Tscher-
ning, 1981). Veel aandacht wordt besteed aan het gebruik van Fouriertechnieken
(Schwarz e.a., 1990), omdat met zeer grote hoeveelheden data moet worden gewerkt.
Vaak zijn DTM's beschikbaar met een resolutie van L00 m, voor gebieden van enkele
honderden kilometers groot. Daarbij worden doorgaans benaderingen geïntroduceerd
om met FFT te kunnen werken, en gaat men wel eens voorbij aan het eigenlijke doel,
het zo goed mogelijk bepalen van de geoïde.

Voor Nederland is dit onderwerp niet van belang door het ontbreken van significante
hoogtevariaties in en rondom Nederland, en wordt daarom ook niet behandeld in dit
verslag. Voor bijvoorbeeld Duitsland kunnen de topografievariaties maximale geoïde-
effecten van 17 cm opleveren (Denker, 1988). Het effect van topografie zoals in Zuid-
Limburg en aangrenzend België op de geoïde in dit gebied bedraagt maximaal enkele
mm's .
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In hoofdstuk 2 is aangegeven dat er verschillende methoden bestaan om de geoïde te be-

rekenen. Enerzijds zijn er verschillende kernfuncties die kunnen worden gebruikt, ander-

zijds bestaan er verschillende evaluatietechnieken die de binnengebied-geoïdebijdrage

opleveren. In hoofdstuk 4 is bekeken hoe gemiddelde zwaartekrachtanomalieën kunnen

worden bepaald. Daarbij kwam naar voren dat bijvoorbeeld verschillende interpolatie-

methoden kunnen worden toegepast en dat verschillende steungebieden mogelijk zijn,

die verschillen in de resultaten kunnen opleveren.

In dit hoofdstuk zal worden gekeken naar de invloed op de geoïde van deze verschillen

in methoden en verschillen in gemiddelde blokwaarden. Tevens zullen de verschillende

gravimetrische geoïdebepalingen (met behulp van verschillende kernfuncties) worden

vergeleken met de onaÍhankelijke geoïde-informatie, die wordt geleverd door de GPS-

en waterpasmetingen en de schietloodafwijkingen.

6.1 Geoïdeberekeningspunten bij numerieke integratie

Bij numerieke integratie wordt een discretisatiefout gemaakt, die bij collocatie niet ont-

staat. Deze fout, die mede aÍhangt van de positie van het gekozen geoïdeberekeningspunt,

worden in deze paragraaf aan de hand van een voorbeeld beschreven.

Discretisatiefout

In paragraaf 2.5 is uitgelegd wat de discretisatiefout is, en hoe hij ontstaat. In deze

paragraaf wordt een numeriek voorbeeld gegeven op basis van de nieuwe Nederlandse

zwaartekrachtdataset. Op basis van de puntdata in de nieuwe Nederlandse dataset

zijn gemiddelde blokwaarden berekend voor blokgebieden van 3'x5' en voor blokgebie-

den van 0.6'x1.0' (ongeveer 1x1- km2). Op basis van de 3'x5'blokwaarden is een 3'x5'

geoïdegrid uitgerekend. Met dit 3'x5' geoïdegrid is middels kleinste-kwadraten predictie

een 0.6'x1.0' geoïdegrid rechtstreeks uitgerekend. Op basis van de 0.6'x1.0' zwaarte-

krachtblokwaarden is ook een 0.6'x1.0' geoïdegrid uitgerekend. De gemiddelde waarde

en de rms-waarde van de verschillen tussen de twee grids bedragen respectievelijk 1

mm en 2 mm. De grootste verschillen die tussen deze twee grids worden gevonden zijn

6 mm. Figuur 6.1 laat de twee geoïderesultaten en de verschillen zien voor een lijn uit

het gr id,  nl .  I  :53.005'.

Als er daadwerkelijk hoogfrequente informatie in het zwaartekrachtsignaal voorkomt,

kan bij de bepaling van kleine blokken een enkel zwaartekrachtpunt doorslaggevend

zijn. Er ontstaat dan ook een hoogfrequent geoïdesignaal. Worden grotere blokken be-

rekend, dan wordt het hoogfrequente signaal weggemiddeld, en zullen deze frequenties

ook niet in de berekende geoïde voorkomen. Een hoge frequentie in het zwaartekracht-

signaal kan ook een meetfout in een enkel punt zijn. Omdat we dit effect niet lokaal in
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Figuur 6,L Voorbeeld uan discretisatiefout. Het bouenste plaatje geeft de geoïdehoogten
geïnterpoleerd, uit een 3'r5' grid en de geor,ldehoogten uit een 0.6'x1.0' grid,
in m. De onderste figuur geeft het uerschil tussen deze twee, in cm'

de geoïde willen hebben, is het beter iets grotere blokgebieden te kiezen, zodat een blok-

waarde lvordt bepaald op basis van meerdere meetïvaarden. Een blokgrootte van 3'x5'

voldoet hiervoor in Nederland. Deze blokgrootte is klein genoeg om geen significant
zwaartekrachtsignaal te verwijderen.

Positie van de berekeningspunten

De praktische vorm van Stokes integraal (2.19) kan in principe v/orden toegepast voor

elk willekeurig geoïdeberekeningspunt P. Maar het is beter om de formule alleen te

gebruiken voor geoïdeberekeningspunten die precies in het midden van de blokgebieden

liggen. Het zal namelijk meestal zo zijn dat het verschil tussen de gemiddelde zwaarte-
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krachtanomalieën (het bloksignaal) en de echte zwaartekrachtanomalieën, wat een glad
signaal is (zonder plotselinge overgangen, zoals het bloksignaal), het kleinst is in het
midden van het blokgebied en het grootst aan de randen van het blokgebied (zie ook
paragraaf 2.5). Als de geoïdeberekeningspunten vlak bij de rand van de blokgebieden
worden gekozen, dan zullen deze verschillen een relatief groot effect hebben. Het eigen-
lijke zwaartekrachtsignaal is glad, en dus de geoïde ook. Men kan daarom beter op basis
van de berekende geoïdehoogten in de middelpunten van de blokgebieden interpoleren
naar de punten waar de geoidehoogten gewenst zijn.

Voor Nederland is voor een testgebied berekend wat de maximale waarde is van dit
effect. Het blijkt dat deze enkele mm bedraagt, zodat het geen probleem zou zijn om
willekeurige geoïdeberekeningspunten te kiezen. De discretisatiefout bedraagt ook en-
kele mm's (zie hierboven). Op basis van een 3'x5'geoidegrid kan voldoende nauwkeurig
voor elk willekeurig punt de geoïde worden berekend. Dit is veel gemakkelijker dan te
voorspellen uit een heel dicht grid, of door voor elk gewenst geoïdeberekeningspunt
(2.19) toe te passen.

6.2 Verschillende methoden voor geoïdeberekening

In hoofdstuk 2 zrjn verschillende methoden beschreven die kunnen worden toegepast om
de gravimetrische geoïde te bepalen. Daarbij is al getoond dat de resultaten niet altijd
hetzelfde zullen zijn. De verschillen hangen met name af van hoe de beschikbare ge-
gevens worden gebruikt. Bij verschillend gebruik zal een verschillend resultaat worden
bereikt, doorgaans ook met een andere formele fout. In deze paragraaf zullen voorbeel-
den worden gegeven van de overeenkomsten en verschillen van de drie methoden om de
binnengebiedbijdrage te berekenen, numerieke integratie over blokwaarden of punten

en collocatie. Vervolgens worden de verschillen bepaald van de geoïdemodellen die zijn

berekend met verschillende kernfuncties, die elk een ander gebruik van de geopoten-

tiaaldata en de binnengebieddata tot gevolg hebben.

6.2.L Consistentie numerieke integratie over blokken of punten en

collocatie

In paragraaf. 2.3 zijn de drie methoden beschreven die kunnen worden toegepast om
de geoïdebijdrage van de binnengebiedzwaartekrachtdata te berekenen. De twee nume-

rieke integratiemethoden zouden,in theorie vergelijkbare resultaten moeten opleveren,

afgezien van hoogfrequente verschillen. Sommatie en collocatie leveren niet hetzelfde

resultaat op. In 2.3.4 is aangetoond dat bij collocatie impliciet een extrapolatie in

het buitengebied wordt uitgevoerd, en dat de geoïdebijdrage van het geëxtrapoleerde

zwaartekrachtsignaal wordt meegenomen.

In 2.3 is ook beschreven hoe de collocatieformule kan worden veranderd, zodanig dat

een identiek integratiegebied (het binnengebied) als bij numerieke integratie wordt aan-
gehouden. De verschillen zouden dan op het niveau van de discretisatiefout moeten zijn.
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tr'iguur 6.2 Auto- en kraiscouariantiesfuncties uan zwaartekrachtanomalieën
geotidehoogten-zwaartekrachtanomalieën. Zowel uoor gewone collocatie

de g emodifi'ceerde collocatiemethode.

In deze paragraaf wordt eerst het verschil tussen numerieke integratie en collocatie

bekeken. In verband met de rekenintensiteit van collocatie is met een beperkt gebied

met daarin slechts een deel van de totale data een testberekening uitgevoerd. Voor het

gebied van 51.5o < I < 52.5o en 4.0o < À < 5.5o zijn gemiddelde blokwaarden van

3'x5' berekend. Hiermee is de geoïde bepaald met numerieke integratie over blokken
(2.19). Er is een binnengebied van 0.5" gebruikt. Op basis van dezelfde gemiddelde

waarden is met de gewone collocatieformule (2.38) de geoïdebijdrage berekend. Tevens

is met de gemodificeerde collocatieformule (2.43) de geoïde bepaald. De signaalcovari-

antiefunctie die is gebruikt is die, die volgt uit de graadvarianties die zijn bepaald in

paragraaf 4.5, en weergegeven in figuur 4.11. Op basis van deze signaalgraadvarianties

van de zwaartekrachtanomalieën, zijn de autocovariantiefunctie van zwaartekrachtano-

malieên en de kruiscovariantiefuncties tussen geoïde en zwaartekrachtanomalieën (4.18)

en (2.44) bepaald. Deze covariantiefuncties staan \r/eergegeven in figuur 6.2.

Als één geoïdeberekeningspunt P wordt beschouwd, dan krijgen bij elk van de bin-

nengebied-geoïdeberekeningsmethoden alle blokwaarden een bepaald gewicht. Bij de

Stokes numerieke integratie over blokken worden deze gewichten beschreven door (2.23),

Bij de twee collocatieformules (met en zonder buitengebiedbijdrage) worden deze ge-

wichten beschreven door

0 . 6

en
als

,?o' : i1f"f'),,, "Ïn 
,

,cot* : i1f"l-r),, "ï.n

(6 .1 )

(6.2)
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Op het eerste gezicht zou worden verwacht dat de gewichten van Stokes numerieke inte-
gratie en van collocatie gelijk zijn, omdat beide methoden volgen uit de continue Stokes
integraal. Dit geldt echter alleen als de beide methoden worden toegepast op data die
wereldwijd beschikbaar z1jn, zoals is beschreven in paragraaf 2.3. Door de bijdrage van
het geëxtrapoleerde signaal zullen de gewichten bij collocatie (6.1) anders zijn dan bij
Stokes numerieke integratie (2.23). Door de aanpasing van de kruiscovariantiefunctie in

de gemodificeerde collocatieformule wordt hetzelfde integratiegebied aangehouden als
bij numerieke integratie. Verwacht wordt dat dan dezelfde gewichten worden toegekend

aan de gebruikte blokwaarden als bij numerieke integratie. Dus (2.23) en (6.2) moeten

overeenkomen. In tabel 6.1 worden de verhoudingen van deze gewichten gegeven. De
gewichten voor de blokwaarden waarin het geoïdeberekeningspunt zich bevindt staan

linksboven. De gewichten van de andere blokken staan getabelleerd volgens hun re-

latieve positie ten opzichte van dit geoideberekeningspunt. Slechts een kwart van de

blokken is gegeven omdat de gewichten alleen van de afstand afhangen en gelijk zijn

voor de andere richtingen.

Uit tabel6.1 blijkt dat de gewichten van de Stokes numerieke integratie en de gewichten

van de gewone collocatieformule inderdaad verschillen. Blokwaarden die nog dicht bij

het berekeningspunt liggen (bijvoorbeeld 3 blokgrootten weg) krijgen bij collocatie een

gewicht dat slechts 60% is van het Stokes numerieke integratiegewicht. Voor grotere

afstanden worden de gewichtratios snel kleiner. De blokwaarden aan de rand van het

binnengebied krijgen juist een groter gewicht dan bij Stokes numerieke integratie. Dit

verschil in het gewicht aan de rand bedraagt ongeveer een factor 2. Dit komt doordat

deze blokwaarden aan de rand een belangrijke rol spelen bij de berekening van de

geëxtrapoleerde waarden in het buitengebied. De totale bijdrage van de geëxtrapoleerde

waarden is relatief groot (door een grote oppervlakte), wat zich uit in de grote gewichten

aan de rand.

Tabel 6.L Ratios uan gewichten uoor tf;o : 0'5o' Het linker deel geeft
.?"'l*f', het rechter d'eel geeft wf"t'1w1t. Het linksbouenpunt is het
geotldeberekeningspunt, de andere gew'ichtratios staan op de relatieue posities
t en op zi cht e u an het g eo r,l deberekening spunt.

l  l  1 .0  r . 0  1 .0  1 .0

[ . 0  r . 0  0 .9  r . r  0 .9

1 .0  1 .0  1 .0  1 .0  0 .8

1 .0  1 .0  1 .0  l . l  0 .60.6 1.0 0.5

0 .9  0 .4  1 .0

0.3 0.9 0.3

0.9 0.3 0.8

9  r . 0  0 .6

0 .9  0 .6  1 .0

0 .3  0 .7  0 .2

.7 0.2 0.7

0 .1  0 .3  -0 .1

-0 .1  1 .3

0 .3  1 .0

-Ll

2 . 0

r . 0  0 .4  0 .9  0 .3  0 .8  0 .2

0.5 1.0 0.3 0.8 0.2 0.7

1 .0  0 .3  0 .9  0 .2  0 .7  0 .2  0 .1

0.3 0.9 0.2 0.8 0.1 0.6 0.3

0.9 0.2 0.8 0.1 0.8 -0.6 2.2

0 .2  0 .8  0 .1  0 .8  -0 .5  1 .9

0 .7  0 .1  0 .8  -0 .5  r . 9

0.2 0.6 -0.6 1.9

0.1 0.3 2.2

2.0

1 .0  1 .1  0 .9  1 .0  r . 0  0 .9

1 .0  l . l  0 .9  r . 0  1 .0  1 .0

0 .9  0 .9  1 .0  0 .9  l . l  0 .9

r .0  1 .0  0 .9  1 .0  0 .9

1 .0  1 .0  1 .0  0 .9  l . l 0 .9  l . l  0 .9  1 .0  1 .0

l . r  0 .9  r . l  0 .9  0 .9

0 .9  t . l  0 .8  1 .3

l . l  0 .8  1 .4

0 .9

1 .0

1 .0

l . l

0 .6

0.9

l . l

0.9

1 .0  0 .9  r . 3

1 .0  0 .9

1 .0  0 .9  0 .9  0 .6  1 .0  0 .3  0 .9  0 .3  0 .7

0.9 1.0 0.9

1 .0  r . 0  1 .0

1 .0  1 .0  1 .0

1 .0  0 .9  1 .0

1 . 0  l . l  1 . 0

1 .0  0 .9  0 .81 . 3  1 . 0  l . r
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Figuur 6,3 Verschillen in geor,lde tussen Stokes numerielce integratie en collocatie. In
crn.

De gewichten van de gemodificeerde collocatieformule komen goed overeen met de nu-

merieke integratiegewichten. Lokale afwijkingen van 10% komen voor doordat bij col-

locatie automatisch een líchte smoothi,ng plaats vindt (zie de uitleg van collocatie in

A.2,blz. 215). De waarden aan de rand wijken iets af doordat bij Stokes numerieke

integratie altijd het hele blok wel of niet wordt meegenomen. Bij de gemodificeerde

collocatieformule wordt slechts het deel van het blokgebiedje gebruikt dat werkelijk

binnen het binnengebied (hier 0.5') ligt.

In figuur 6.3 wordt voor het testgebied het verschil gegeven van de geoïderesultaten

uit Stokes numerieke integratie en gewone collocatie. De verschillen zijn langgolvig van

karakter, en kunnen oplopen tot enkele cm over afstanden van 20-30 km. Dit wordt

veroorzaakt doordat tot op vrij grote afstanden zwaartekrachtsignaal wordt berekend
(geêxtrapoleerd) in het buitengebied, met een significante amplitude. Een zelfde plaatje

met de verschillen tussen Stokes numerieke integratie en gemodificeerde collocatie wordt

niet gegeven, omdat de verschillen verwaarloosbaar zijn (maximaal enkele mm).

Uit de beschrijving van de theorie in hoofdstuk 2 en de testresultaten, is duidelijk ge-

worden dat de verschillen tussen Stokes numerieke integratie en collocatie significant

zijn op het cm-niveau. De methoden zijn niet gelijk bij toepassing op een binnen-

gebied. Er moet worden gekozen tussen deze methoden, met of zonder het meene-

men van het geëxtrapoleerde signaal. Voor de berekening in Nederland is gekozen

om het geëxtrapoleerde signaal niet te gebruiken. De reden hiervoor is enerzijds, dat

de geëxtrapoleerde zwaartekrachtanomalieën onrealistische waarden kunnen aannemen.

De blokwaarden aan de rand blijken doorslaggevend voor de extrapolatie, zie tabel 6.1,

en deze zijn vaak niet goed bekend. Anderzijds kan de formele foutbeschrijving zoals

die is behandeld in paragraaf 2.5 niet worden toegepast als het gebruikte binnengebied
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niet cirkelvormig is en van bekende grootte.

Tot slot hierover nog een opmerking. Men zou kunnen proberen om de gewone collo-

catieformule te gebruiken en zo veel mogelijk overeenkomende resultaten met Stokes

numerieke integratie te verkrijgen door een rand met nuldata toe te voegen aan het

binnengebied. Deze nuldata zijn dan het belangrijkste voor de extrapolatie, wat voor-

namelijk nulsignaal zal zijn. Toch zullen er dan verschillen over blijven, zoals kan

worden gezien uit de verschillen van de gewichten in tabel 6.1. Ook voor blokgebieden

die niet vlak aan de rand liggen treden verschillen op in de gewichten van 10-50%.

Nu zal aandacht worden besteed aan de verschillen in de geoïde uit numerieke integratie

over punten en de geoïde uit numerieke integratie over blokken. Voor een groot deel

van Nederland is op basis van de nieuwe Nederlandse dataset een mathematische trian-

gulatie uitgevoerd. Er is een driehoeksnet gevormd tussen alle punten die zijn gegeven

in het testgebied en de rand van het testgebied. Figuur 6.4 geeft een overzicht van dit

driehoeksnet als slechts een subset van de punten is gebruikt. Dit is gedaan omdat een

plaatje van de hele dataset onduidelijk zou worden. Uit figuur 6.4 blijkt de grootte van
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Figuur 6.4 Triangulat'ienetwerk in
ulakten aan de punten.
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de testdataset nodig uoor het toekennen uan opper-
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de driehoekjes afhangt van de lokale puntdichtheid (vergelijk bijvoorbeeld landgebied
en IJsselmeer).

Op basis van deze triangulatieverbindingen tussen alle punten in de testdataset is een
oppervlakte toegekend aan ieder punt. Deze oppervlakte wordt bepaald door 1/3 van
de totale oppervlakte van alle driehoeken waarin het desbetreffende punt bijdraagt te
berekenen (Rummel, 1982). Op deze manier krijgt elk punt een oppervlaktegewicht
toegekend. De som van alle oppervlaktegewichten is gelijk aan de totale oppervlakte
van het testgebied. Op basis van de puntwaarden en hun oppervlakte gewichten, is met
(2.24) de geoïde uitgerekend op een 3'x5' grid in het testgebied. Voor dezelfde bereke-
ningspunten is ook de geoïde berekend met Stokes numerieke integratie over blokken,
waarbij de gemiddelde blokwaarden zijn berekend met kleinste-kwadraten predictie en
een 0.06o-steungebied. De verschillen in de twee geoïderesultaten wordt weergegeven
in figuur 6.5. Doordat het verschil bestaat uit enkele pieken van ongeveer 0.4 cm,
en de rest van de verschillen ongeveer 0 is, is het plaatje niet zo eenvoudig te lezen.
De statistieken van de verschillen zijn: gemiddelde -0.2 cm, rms 0.2 cm, minimum
is -1.6 cm, maximum is 1.0 cm. Deze maximale verschillen komen voor aan de rand
van het geoïdeberekeningsgebied. Over korte afstanden, tv/ee naast elkaar liggende
geoïdeberekeningspunten, bedraagt het verschil maximaal 0.4 cm over 5 km in het
midden van het geoïdeberekeningsgebied en 0.7 cm over 5 km aan de rand van het
geoïdeberekeningsgebied. De verschillen zijn dus maximaal rond een halve cm. Als de

i  ( . )

Figuur 6,5 Geor,deuerschillen door numerieke 'integratie ouer blokken en ouer punten

In cm, isoli jneninterual ' is 0.2 cm.

g
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beide geoïdeberekeningen worden vergeleken op de posities waar de grootste verschil-

len voorkomen, dan blijkt dat het resultaat van de numerieke integratie over blokken

gladder is dan het resultaat van de numerieke integratie over punten. Dit is volgens

de verwachting, want lokale maxima in de zwaartekracht kunnen ook in de geoïde een

lokaal effect geven. Lokaal komen frequenties voor in het geoïderesultaat die afhangen

van de lokale zwaartekracht-puntdichtheid, die hoger is dan de blokgrootte en geoïde-

gridafstand van 5 km. Dit komt overeen met de gevonden discretisatiefout bij gebruik

van 3'x5' gemiddelde blokwaarden. Uitgaande van het 3'x5' geoïdegrid uit numerieke

integratie over punten (met triangulatie) ontstaan in geïnterpoleerde geoidehoogten

fouten door aliasing. Omdat niet duidelijk is of deze uitschieters meetfouten of echt

zwaartekrachtsignaal zijn, is het beter om met gemiddelde zwaartekrachtblokwaarden

te rekenen.

In Nederland wordt gebruik gemaakt van de numerieke integratie over blokken. De

numerieke integratie over punten biedt geen voordelen. Voorbewerking van de puntdata

is toch nog nodig (triangulatie), en bovendien lastiger dan bij blokken. Verder zijn

de Stokes gewichten niet helemaal juist, door de onbekendheid van het exacte gebied

waarvoor het gewicht wordt uitgerekend. En er wordt ook nog een onnodige aliasingfout

gemaakt.

6.2.2 Kernfunctiemodificaties

In de paragrafen 2.6 en 2.7 is uitvoerig beschreven dat de twee beschikbare zwaarte-

krachtdatasets, het globale geopotentiaalmodel en de binnengebieddata' voor een cleel

vergelijkbare informatie bevatten.

Het gebruik van deze informatie uit de ene of de andere dataset hangt af van de toege-

paste kernfuncties. Er moet een keuze worden gemaakt voor de toe te passen gewichts-

verdeling en bij gevolg de te gebruiken kernfunctie. De in praktijk meest gebruikte kern-

functie is de gewone Stokes kernfunctie (met Molodenskiicoefficienten Q'), die leidt

tot de gev/one combinatie-oplossing, zoals beschreven in paragraaf 2.2. In paragraaf 2'7

is betoogd dat een realistischer gebruik van de beschikbare data wordt gemaakt, als de

Meissl kernfunctie of de gecombineerde Meissl/Wong&Gore kernfunctie met L :32 of

L : 46 wordt gebruikt.

Het verschil tussen de gewone combinatie-oplossing en de combinatie-oplossing met

Meissl/Wong&Gore L : 46, kan worden berekend door alleen te kijken naar de 1y'2-

bijdrage volgens methode B. Bij alle combinatie-oplossingen, die worden berekend vol-

gens methode B, is de .nft-bijdrage namelijk gelijk (zie (2.8a)). Voor het gebied in en

om Nederland is met vergelijking (2.19) en de gereduceerde 3'x5' zwaartekrachtano-

malieën zoals beschreven in paragraaf 4.5, de geoïdebijdrage l/2 berekend met de twee

kernfuncties (2.75) en (2.82). De verschillen zijn geplot in figuur 6.6.

De formele fout van het geoïderesultaat wordt beschreven in de figuren 2'll en 2.28.

Hierbij moet worden opgemerkt dat de fout van de binnengebieddata nog moet worden

toegevoegd. Deze is groter bij figuur 2.11 dan bij figuur 2.28. De relatieve verschillen

tussen de twee verschillende combinatie-oplossingen zijn van hetzelfde niveau als de
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precisie van het verschil van beide oplossingen. Het verschil is significant als wordt
gedacht aan cm-effecten. Het grootste deel van het verschil is langgolvig van karakter,
maar ook meer lokale verschillen (4-10 cm over 60 km) komen voor. Het systematische
verschil van ongeveer 40 cm valt op. De precisie van het geopotentiaalmodel voor een
absolute geoïdehoogte is ongeveer 2 dm, welke misschien wat optimistisch is. Voor een
binnengebied van 5o kan een fout in de geoïde van 40 cm worden veroorzaakt door een
systematische fout in de zwaartekracht van 0.6 mgal. De gemiddelde waarde van de re-
sidue zwaartekrachtanomalieën (zwaartekrachtanomalieën minus OSU91A-anomalieën)
is in ons datagebied 0.664 mgal. Het absolute verschil wordt dus veroorzaakt doordat
bij de gewone combinatie-oplossing voornamelijk de geopotentiaal informatie wordt ge-

bruikt voor de grote golflengten, en bij de Meissl/Wong&Gore methode voornamelijk

de binnengebieddata. Alhoewel de verschillen zeer groot te noemen zijn, is het voor ons
niet zo belangrijk. Het gaat voor Nederland uiteindelijk om geoidehoogteverschillen,

die mede zullen worden bepaald op basis van GPS- en waterpasmetingen. Hieruit volgt

de absolute ligging van de geoïde in Nederland.

Het verschil tussen de resultaten van de combinatie-oplossingen met de gecombineerde

Meissl/Wong&Gore kernfunctie met respectievelijk L : 36 en L :46 is ook uitgere-

kend. De verschillen in de spectrale gewichten, zie figuren 2.L7 en2.25,zijn hierbij veel

minder groot dan met de gewone combinatie-oplossing. De verschillen komen met name

S

4 .0  5 .0

À f )

Geotdeuerschillen
Meissl/WongAGore
interual is 2 cm.

6 .0

geuone combinatie-oplossing en de
combinatie-oplossing. In cm, isolijnen-

uan de
L : 4 6

Figuur 6.6
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Figuur 6.7 Geoíldeuerschillen uan de Meissl/WongUGore L = 36 en L : 46 combinatie-
oploss'ingen. In cm, isolijneninterual is 2 cm.

voor in het spectrale gebied n:30 - 50, en het verschil zal vrij langgolvig van karakter
zijn. De verschillen zijn geplot in figuur 6.7. Hierin is te zien dat binnen Nederland
nog verschillen van 5 cm over 200 km voorkomen. We zien hieruit dat er een verschil is
tussen de zwaartekrachtinformatie uit het geopotentiaalmodel OSU91 en de Europese

zwaartekrachtdata in het spectrale gebied n : 30 - 50.

Tot slot nog de volgende opmerking. Als de beide datasets (geopotentiaalmodel en

binnengebieddata) precies zouden overeenkomen tot graad 360, dan nog maakt het uit

welke kernfunctie wordt gebruikt in de combinatie-oplossing. Voor de graden hoger dan
360 zijn de gewichten (1-'u|) niet altijd precies gelijk aan 1. Met name voor de gewone

combinatie-oplossing is dit het geval. Er wordt dan een grote afbreekfout gemaakt. Bij

vrijwel alle andere kernfuncties is tufi ongeveer nul, zodat daar bijna geen afbreekfout
is, en gelijke geoïderesultaten worden gevonden. Het verschil zoals weergegeven in

figuur 6.6 heeft twee redenen. Enerzijds zullen de twee datasets voor graden lager dan

360 niet hetzelfde zijn. Anderzijds maakt de gewone combinatie-oplossing een grotere

afbreekfout dan de Meissl- of Meissl/Wong&Gore combinatie-oplossing. Deze laatste

maken een verwaarloosbare afbreekfout (zie figuren 2.27 en 2.28).
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6.3 Geoïde-effect van de testparameters uit paragraaf 4.4

In paragraaf 4.4 zijn verschillende parameters beschouwd voor de bepaling van gemid-

delde blokwaarden. In deze paragraafzullen de effecten hiervan op de berekende geoïde

worden beschreven. De parameters zijn

o steungebied(grootte),

o predictiemethode,

o gebruikte covariantiefunctie,

o dichtheid van gebruikte puntdataset.

Het effect van de gebruikte blokgrootte is al beschreven in 6.1'

Steungebied bij kleinste-kwadraten predictie

De gemiddelde blokwaarden zijn uitgerekend met kleinste-kwadraten predictie. Daarbij

zrjn één keer alleen de beschikbare puntwaarden binnen het blokgebied zelf gebruikt

(steungebied is gelijk aan blokgebied), en één keer zijn alle puntwaarden die binnen 7

km van het middelpunt van het blokgebied liggen gebruikt (steungebied $, :0.06').

De rms van de verschillen was 0.15 mgal, met een maximum van bijna 2 mgal. Het

effect van deze verschillen op de berekende geoïde heeft een glad karakter en het effect

bedraagt maximaal3 mm over 40 km. Het rms-effect is 1 mm, het maximum is 4 mm.

Dit zijn kleine en acceptabele verschillen voor een cm-preciese geoÏde. Er hoeft dus

geen probleem te worden verwacht door een steungebiedkeuze. Dit komt doordat de

nieuwe Nederlandse dataset een zeer goede bedekking en kwaliteit heeft. Omdat met

een steungebied van 0.06" de beste blokwaarden worden bepaald, is deze weg gekozen

voor de Nederlandse berekening.

Predictie met kleinste-kwadraten of representatiemethode

De predictie met een steungebied gelijk aan het blokgebied is gedaan met twee predic-

tiemethoden: kleinste-kwadraten predictie en representatie. Het verschil in de gemid-

delde blokwaarden had een rms-waarde van 0.2 mgal, met een maximum van ruim 1

mgal. Het effect op de geoïde is glad van karakter. De rms-waarde op de berekende

geoïdehoogten is 1 mm, met een maximum van 5 mm. Er is een maximum lokaal ver-

schil van 4 mm. Wederom kan worden geconcludeerd dat door de goede datadichtheid

van de Nederlandse dataset de keuze voor de éne of de andere predictiemethode niet

zeer kritisch is. Omdat kleinste-kwadraten beter rekening houdt met de ligging van de

gegeven zwaartekrachtpunten, en bovendien een gïoter steungebied wordt gebruikt, is

voor deze predictiemethode voor de gemiddelde blokwaarden gekozen.

Vorm van de covariantiefunctie

De gemiddelde blokwaaren zijn berekend met kleinste-kwadraten predictie, waarbij

een analytische covariantiefunctie is gebruikt die wordt beschreven door (4.20). De

parameter d is voor twee verschillende waarden toegepast, namelijk d :30 km en d :60
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km. Dit betekent dat in het tweede geval punten sterker gecorreleerd worden geacht.
Het verschil op de berekende blokwaarden was klein, met een rms van 0.008 mgal en
een maximum van 0.043 mgal. Het effect op de geoïde is dus ook zeer klein, het is
overal van sub-mm orde. Hetzelfde argument geldt ook hier weer, dat door de goede
datadichtheid de gebruikte covariantiefunctie geen invloed heeft op het resultaat. Het
heeft echter wel invloed op de berekende (co)varianties.

Berekening met dataset in vier delen

De dataset met puntwaarden in Nederland is in hoofdstuk 4 opgesplitst in vier subsets
met puntgegevens die elk zo goed mogelijk heel Nederland bedekken. Met deze subsets
kan vier keer de geoïde worden uitgerekend en ook voor elk van de vier keer kan de
geoïdeprecisie worden bepaald. De vraag is: komen de resultaten overeen binnen de
precisiematen?

In tabel 4.8 zijn de verschillen van de vier subsets van gemiddelde zwaartekrachtano-
malieën met de zwaartekrachtanomalieën uit de totale puntdataset gegeven. Deze ver-
schillen kunnen ook worden omgerekend naar geoïdehoogte-effecten. Verschillen die in
de 4 berekende geoïdemodellen voorkomen in Nederland zijn 6 mm over 5 km en 10
mm over 10 km afstand. Een maximale lokale uitschieter in de geoïdehoogteverschillen
bedraagt 18 (-Ill7) mm over 5 km. Geconcludeerd moet worden dat het wel degelijk
zin heeft gehad om de gekozen dichtheid van zwaartekrachtpunten aan te houden. Wa-
ren er maar vier keer zo weinig punten gemeten, dan waren verschillen (fouten) van
cm-niveau over korte afstanden voorgekomen.

6.4 Fout in de geoïde

In deze paragraaf wordt de formele foutberekening voor de geoïdehoogte(verschillen)
nader bekeken. Voor de verschillende combinatie-oplossingen met verschillende kern-
functies zijn al de fouten door de ruis van de geopotentiaalcoefficienten en afbreekfout
gegeven in hoofdstuk 2. Ze zullen nog kort worden behandeld. Daarna wordt de
geoïdefout ten gevolge van de ruis van de gemiddelde blokwaarden in het binnengebied
behandeld en vergeleken met de zojuist gevonden verschillen in de geoïderesultaten zelf.

6.4.L Foutberekening geopotentiaalmodel en de vorm van het correc-

tievlak

In hoofdstuk 2 zljn al grafieken gegeven met de fout in geoïdehoogteverschillen bij

verschillende kernfuncties. De keuze voor de meest geschikte kernfunctie (verdeling van

de gewichten over de twee datasets) zal één van de twee uitersten, de Meissl kernfunctie

of de gecombineerde Meissl/Wong&Gore kernfunctie met Z : 46, of de mogelijkheid

die in het midden ligt, Meissl/Wong&Gorc L : 32, zrin. Voorlopig gebruiken we

in de voorbeelden de gecombineerde Meissl/Wong&Gore L : 46 kernfunctie, zie de

f iguren 2.25 en 2.26.

Om op basis van externe geoïde-informatie een corïectie op de gravimetrische geoïde

aan te brengen, is het van belang te weten hoe de geoïdefout zich gedraagt. Om een
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indruk te krijgen in welke mate deze geoïdefout langgolvig is kan het spectrum v/or-

den geanalyseerd. Een eenduidige interpretatie van de golflengte van een bepaalde

Legendre-polynoom P,(cos/) is moeilijk, zoals al in hoofdstuk 2 duidelijk is geworden.

Daarom wordt hier een andere aanpak gevolgd om een indruk te krijgen van de langgol-

vige fout. Op basis van de foutgraadvarianties e?? van het geopotentiaalmodel OSUglA

zijn met behulp van een random generator willekeurige coefficienten bepaald die een

fout zouden kunnen zijn die past bij de gebruikte foutgraadvarianties. Op basis van

deze mogelijke fout, is bepaald hoe de fout er uit zou zien voor de geoide in Nederland.

Deze fout hangt sterk af van de gebruikte kernfunctie. Hij wordt beschreven door

nrn 
T"r"(P) (6.3)

De coefficienten Drr- zijn de met een random generator berekende coefficienten die

de mogelijke fout beschrijven. Voor de gecombineerde Meissl/Wong&Gore (L : 46)

kernfunctie worden twee foutvoorbeelden gegeven in de figuren 6.8 en 6.9. Ter vergelij-

king wordt deze fout ook gegeven voor de gewone combinatie-oplossing in figuur 6.L0,

waarbij dezelfde coeffÊcienten zijn gebruikt als voor figuur 6.8.

Uit deze figuren is goed te zien dat de fout in de geoïde door de fout in de geopotentiaal-

coefficienten voor de gewone combinatie-oplossing kortgolvige variaties geeft (golflengte

ongeveer 50 km), terwijl de gecombineerde Meissl/Wong&Gore oplossing alleen een zeer

gladde fout opleverl. Zo'n gladde langgolvige fout is eenvoudig te corrigeren met behulp

van een vlak, dat kan worden bepaald door vergelijking met GPS- en waterpasmetingen.

De fout bij de gewone combinatie-oplossing is niet te modelleren door een eenvoudige

functie van slechts enkele parameters.

p 360

óN(P)  :  
*Ë#0 - , ï ? i , . ) )

n

\-.u
m : -
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Figuur 6.8 Geoïdefout door een willekeurige geopotenti,aalcoefficientenfout die aan-
sluit bij de foutgraaduarianties uan OSU9LA. De gebnL,ikte kemfunctie is
Meissl/WongUGore L : 46, 1bo : 5o. In m, isolijneninterual is 0.05 m.

53.5

4 .0 5 . 0 6 .0 7 . O

Figuur 6.9 Georldefout door een andere willekeurige geopotentiaalcofficientenfout die
aansluit bij de foutgraaduarianties uan OSU9[A. De gebruikte kernfunctie
is Meissl/WongUGore L:46, tho:5". In m, isoli jneninterual is 0.05 m.

Jo4
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Figuur 6,lO Geoíld,efout door een willelceurige geopotentiaalcofficientenfout die aansluit'

bij d,e foutgraaduari,anties uan OSU91A. De gebruikte kernfunctie is gewone

Stokes funct'ie, 1bo : 5o. In m, isolijneninterual is 0'05 m.

6.4.2 Foutberekening binnengebieddata

De berekening in de geoïdehoogteverschillen ten gevolge van de fout(co)varianties van de

gemiddelde waarden gebeurt met (2.66). Voor de tweede testdataset uit hoofdstuk 4 zijn

voor verschillende gevallen deze fout(co)varianties en foutvolumes gegeven. Hiermee

zijn de bijdragen aan de relatieve geoïdefouten bepaald voor allerlei afstanden tussen

de geoïdepunten. De gemiddelde foutresultaten worden v/eergegeven in tabel 6.2. De

geoïdefout is berekend op drie manieren: a) met gebruik van alle fout-covarianties van

de gemiddelde blokwaarden, b) met gebruik van het foutvolume (de covarianties zijn

naar de plaats van de variantie toe geschoven), c) met alleen de varianties, dus de

covarianties worden verwaarloosd.

Geconcludeerd kan worden dat de voortgeplante ruis erg klein is, we praten over maxi-

maal enkele mm. Voor deze data, met zeer hoge puntdichtheid in verhouding met

de correlatieafstanden, maakt het niet veel uit of met alle foutcovarianties of met al-

leen foutvarianties of foutvolumes wordt gewerkt. De verwachting dat met kleinste-

kwadraten predictie kleinere voortgeplante geoïdefouten worden bereikt dan met repre-

sentatie gewichten wordt bevestigd. Evenzo dat met een groter steungebied een kleinere

fout wordt gevonden. Hetzelfde geldt ook voor het gebruik van een andere covariantie-

functie, die een kleinere standaardafwijking voor de gemiddelde zwaartekrachtwaarden

geeft, en dus ook voor de geoÏdehoogte.

AIs we deze foutmaten vergelijken met de in de vorige paragraaf gevonden geoïde-
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Tabel 6.2 Relatieue geor,ldeprecisie ten geuolge uan de binnengebieddata. Dit is berekend,
uoor fout(co)uarianties o;;, , foutuolu*" o'rot en alleen foutuarianties o| . De
resultaten ziin in cm.

Afstand Gemiddelde geoïdeprecisie bij gebruik van:

tprp, Foutcovarianties Foutvolume Foutvarianties

o?^ ,
f r i
" xo i i ,

Representatie, steungebied r/' : 0.00o, cov.functie met d : 0.288"

0 .050

0.100

0.20"

0 .50"

0 . 1 1

0 . 1 5

0 . 1 9

0.2r

0 . 1 1

0 .15

0 .L7

0.20

0 .13

0 .16

0.20

0.22

Kleinste-kwadraten, steungebied t, : 0.00o, cov.functie met d : 0.288"

0 .050

0.100

0.20"

0 .500

0.06

0.08

0 .10

0 .13

0.06

0.08

0 .10

0 .L2

0.06

0.08

0 .10

0 .13

Kleinste-kwadraten, steungebied $, :0.06", cov.functie met d: 0.288'

0.050

0.10"

0.20"

0.500

0.04

0.05

0.07

0.08

0.04

0.05

0.06

0.08

0.04

0.06

0.07

0.08

Kleinste-kwadraten, steungebied {r:0.06o, cov.functie met d : 0.588"

0.05"

0.100

0.200

0.500

0.03

0.04

0.05

0.07

0.03

0.04

0.05

0.06

0.04

0.05

0.06

0.07

verschillen dan blijkt dat ze goed overeenkomen. De effecten door verschillende predic-

tiemethoden, of een verschillend steungebied waren ook van 1 mm-orde.

Omdat de formele foutvoortplanting van de gemiddelde blokwaarden zo klein is hoeft

weinig rekening te worden gehouden met de verschillen die worden gevonden voor ver-

schillende afstanden tussen de twee geoïdeberekeningspunten. Het effect is 1, of 2 mm.

De discretisatiefout die aan het begin van het hoofdstrik is gevonden is ook 2 mm, zodat

de totale fout door het gebruik van de binnengebieddata op 3 mm kan worden gesteld.



Als we uitgaan van de gecombineerde Meissl/Wong&Gore methode, met L: 32 dan

wordt de totale fout in een geoïdehoogteverschil in Nederland beschreven door

o2trrrr"  (cm) :  0 '32 + (0'04 dprp"( in km) )2 ' (6 .4)

met d,prp" de afstand tussen de twee geoÏdeberekeningspunten.

De beschikbare zwaartekrachtdata in België en op de Noordzee zijn niet zo goed als in

Nederland. De foutbeschrijving van deze data zijn kort beschreven in hoofdstuk 3, en

we moeten hier nog uitrekenen wat de bijdrage is aan de geoïdeprecisie. De fout van de

data in België wordt beschreven door een aangepaste versie van (3.6), die gegeven is voor

de Hannover-dataset, waar de Belgische waarden uit zijn gehaald. Omdat deze dataset

een veel groter gebied bestrijkt dan alleen België, laten we de constante bijdrage van 10

mgal2 buiten beschouwing. We zien ook in figuur 8.5 dat er geen constant verschil van

ruim 3 mgal is tussen Nederland en België. Verder is de standaardafwijking van 6.3

mgal (6.32:40) aangepast tot 4 mgal, omdat dit een realistischer waarde is als wordt

gekeken naar de vergelijking.tussen de Hannover dataset en de puntdata in België uit

de BGI landdataset. De precisie van de data in België wordt beschreven door

D(rD : 42 exP(- t!) mgal2 ,

met $ in graden (,). Deze foutbeschrijving wordt weergegeven in figuur

van de data op de Noordzee beschrijven we als

D(r!) : L2 exP(-7lt) mgal2 '

(6 .5)

6.1-1,. De fout

(6 .6 )

(6.7)

De variantiewaarde is gegeven door BGS, en volgt uit een uitgebreide analyse van

alle vaarlijnen en de kruispunten daarvan. Omdat de metingen van zeegravimeters

doorgaans gecorreleerd zijn over een bepaald tijdsinterval ontstaat er ook correlatie

tussen fouten in de metingen van een vaarlijn. Met het bovengenoemde ruismodel

wordt enige correlatie geïntroduceerd tussen waarden die kort na elkaar zijn gemeten.

De foutcovariantiesfunctie voor de zwaartekrachtdata op de Noordzee is weergegeven

in f iguur 6.12.

Voor verschillende afstanden tussen de twee geoïdeberekeningspunten is de voortge-

plante fout van de Belgische zwaartekrachtdata (met (6.5)) berekend. Dit is ook gedaan

voor verschillende afstanden van de berekeningspunten tot aan het Belgische datage-

bied. Op basis van deze berekeningsresultaten is een vergelijking opgesteld die een

goede weergave van deze resultaten is. Deze algemene formule die de fout in de geoÏde

binnen Nederland beschrijft ten gevolge van de dataruis van de data in België, is

dprp,
o (in cm) : 1.0 -=-'

dBelgië

o (in cm) : 0.10 dr,r, (in km)

dB"tgie

dg"kie

De afstand de.l4e is de kleinste afstand tussen één van beide (of beide) geoïdebereke-

ningspunte" ;;ïó Belgische grens. d,prp, rs de afstand tussen de twee geoïdebereke-

nlngspunlen.
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Figuur 6.11
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Foutcouariantiefunctie uan d,e d,ata in België.
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Figuur 6.12 Foutcouariantiefunctie uan de data op de Noord,zee.

Voor geoïdeberekeningspunten vlak bij België is dus een grote extra bijdrage in de
geoïdeprecisie. Voor twee geoïdeberekeningspunten die 15 km uit elkaar liggen vinden
we bijvoorbeeld: als het dichtst bij zijnde punt op 10 km van België ligt dan is het effect
1.5 cm, terwijl als dat 30 km is het effect 0.5 cm is. Liggen de berekeningspunten ver
weg van België, bijvoorbeeld 75 km, dan is de precisiebijdrage aan de relatieve geoïde
nog maar 2 mm.

Op dezelfde manier is dit ook gedaan voor de Noordzee-data precisiebeschrijving (6.6).
Een algemene formule die de fout in de geoïde binnen Nederland beschrijft ten gevolge
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van de dataruis van de data in het Noordzeegebied is

o ( in cm) :  0.25 jdP't"  7.5 km ( dNoordr"" (  30 km
0Noordzee

o (in cm) : 0.035 dp,p, (in km) dNoo.dre" ( 7.5 km .

(6 .8 )

De afstand dNoordree is de kleinste afstand tussen één van beide (of beide) geoïde-

berekeningspunten en de Noordzee. AIs beide berekeningspunten meer dan 30 km van
de Noordzee afliggen dan bedraagt de ruisbijdrage nog maximaal enkele mm.

Foutbeschrijving van de dataset in vier delen

Op basis van de subsetverdeling van de zwaartekrachtpuntdata, zijn rn 4.4 gemiddelde

blokwaarden van 3'x5' bepaald, samen met de bijbehorende fout(co)varianties. Dit is
gedaan met kleinste-kwadratenpredictie met steungebieden van het blokgebied en van

0.06". Voor de volledige puntdataset zijn deze foutwaarden beschreven in de vorige
paragraaf. Voor de subsetpuntdata met slechts een kwart van het aantal punten wordt

dit gedaan in tabel 6.3. Duidelijk is dat de precisie van de gemiddelde waarden minder
goed is dan bij de dichtere puntdataset. Dit is te verklaren, doordat bij gebruik van

de volledige dataset voor minder punten een predictiefout wordt gemaakt, omdat er

meetwaarden aanwezig zijn. Bovendien kan op de plaatsen tussen de meetpunten in

beter worden voorspeld omdat de gegeven meetwaarden gemiddeld dichterbij l iggen.

Het effect op de geoïdeprecisie bedraagt 2-3 mm. Dit is ongeveer een factor 4 groter dan

bij het gebruik van de volledige dataset. De verschillen in de geoïderesultaten waren

tot aan 5-10 mm en één maximum uitschieter van 18 mm. De precisiematen zijn dus

niet volledig in overeenstemming met de gevonden geoïdeverschillen en lijken een factor

1.5-2 te klein geschat.

6.5 Keuze van het binnengebied

Gegeven de zwaartekrachtdata in het binnengebied kunnen nog twee belangrijke keuzes

worden gemaakt over welke data worden gebruikt. Aan de ene kant kan een straal van

een cirkelvormig binnengebied worden gekozen. De beschikbare data bepalen wat de

grootst mogelijke straal is, er kan echter ook voor een kleinere straal worden gekozen.

Daarnaast kan in plaats van een vast en meebewegend cirkelvormig binnengebied voor

ieder geoïdeberekeningspunt gewoon alle beschikbare lokale data worden gebruikt.

Grootte

Als een bepaalde zwaartekrachtdataset is gegeven, zoals voor Nederland bijvoorbeeld

alle data in Europa, kan een keuze worden gedaan over welk deel hiervan wordt ge-

bruikt voor de geoïdeberekening. In het Nederlandse geval is de maximale grootte van

het gebied waarvoor zwaartekrachtdata gegeven is 5o. Er zouden echter ook alleen data
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Tabel 6.3 Relati,eue geor,ldeprecis'ie ten geuolge uan d,e bi,nnengebieddata. Dit is berekend

uoor fout(co)uarianties oi;, , foutuolume o?,nt. en alleen foutuarianties ol . Er
,is gebruik gemaakt uan een subset, d,ie bésiaat uit een kwart uan d'e totale

dataset in Nederland. De resultaten ziin 'in cm.

Afstand

,!prp" Foutcovarianties

oii ,

Gemiddelde geoïdeprecisie bij

Foutvolume
^2
"vol

gebruik van:

Foutvarianties

ol

Kleinste-kwadraten, steungebied 1b, : 0'06o, cov'functie met d : 0'2880

0.050

0.100

0.200

0.500

0 . 1 4

0 . 1 9

0.24

0.30

0 . 1 4

0 . 1 8

0.2L

0.26

0 . r7

0.22

0 .26

0.32

Kleinste-kwadraten, steungebied 1b, :0'06o, cov'functie met d : 0'588"

0.05"

0.10"

0.200

0.500

0 . r 2

0 .16

0.20

0 .25

0 .L2

0 .15

0 .18

0.22

0 . 1 5

0 .18

0 .22

0 .27

in een kleiner gebied kunnen worden gebruikt. De keuze voor een kleiner binnengebied

wordt onder andere beargumenteerd door (Kearsley, 1988) en (Featherstone, 1992).

De eerste heeft als voornaamste argument dat het minder rekenwerk is. Dat is voor

hem van belang, omdat hij een andere numerieke integratie techniek toepast, de RINT-

integratie. Hierbij moeten voor elk nieuw geoïdeberekeningspunt nieuwe gemiddelde

zwaartekrachtwaarden worden berekend uit de beschikbare puntdata, omdat de gemid-

delde waarden niet worden berekend voor rechthoekige gebieden, maar voor cirkelvor-

mige templates vanaf het geoïdeberekeningspunt (zie Heiskanen&Moritz, 1967, p.118).

Deze numerieke integratietechniek wordt gebruikt omdat daarmee geïntegreerde Stokes

gewichten analytisch kunnen worden bepaald. Zoals in paragraaf 2.3 is getoond kan

dat voor rechthoekige blokgebieden ook precies worden gedaan, zodat de omslachtige

aanpak van de RlNT-integratie niet de voorkeur geniet.

Featherstone (1992) geeft, behalve de rekentijd, ook andere argumenten. Hij richt zich

met name op het optimale geoïderesultaat zelf. Bij het zoeken naar een optimale bin-

nengebiedgrootte maakt hij gebruik van een kunstmatig zwaartekrachtsignaal in het

buitengebied. Bij de bepaling van de optimale binnengebiedgrootte heeft hij een bui-

tengebiedsignaal gekozen dat een constante waarde heeft. Dit is niet reèel, en geeft

daarom ook niet een reële optimale kapgrootte (binnengebiedgrootte) . Zlin methode

maakt gebruik van het gegeven dat de afbreekfout minimaal is als de kernfunctie ge-
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lijk is aan nul op de rand van het binnengebied. De kernfunctie waar hij op uit komt
heeft binnen 5'meerdere nuldoorgangen. Hij kiest voor de eerste, omdat dat het minste
rekenwerk kost. Er mag echter worden verwacht dat de keuze van een volgende nuldoor-
gang het geoïderesultaat nog zal verbeteren, of ten minste betrouwbaarder zal maken.
Dit kan weer worden vergeleken met de argumentatie in paragraaf 2.7, figuren 2.19 en
2.20 .

Omdat een goed en objectief kriterium voor een optimale binnengebiedgrootte niet
eenvoudig te vinden is, wordt de meest natuurlijke argumentatie gevolgd dat hoe meer
data worden gebruikt, hoe beter het resultaat zal zijn. Stokes integraal is en blijft ten
slotte een globale integratie. Hoe groter het integratiegebied is, hoe beter.

Voor Nederland is voor verschillende binnengebiedgrootten de geoïde berekend. Dit is
gedaan voor de gewone combinatie-oplossing en voor de gecombineerde Meissl/Wong&-
Gore methode met L: 46, voor binnengebiedgrootten van 1bo:5o,4o,3o en2o. De
verschillen van de laatste drie met het binnengebied van 5" zijn weergegeven in tabel6.4.

Voor het binnengebied van 2o wordt voor beide combinatiemethoden het verschil met
het 5o-binnengebied gegeven in de figuren 6.13 en 6.14. Hierin is te zien dat het verschil
een voornamelijk langgolvig karakter heeft. Bij de gewone combinatie-oplossing heeft
dit langgolvige verschil een grotere amplitude dan bij de gecombineerde Meissl/Wong&-
Gore-oplossing. Bij deze laatste komen ook nog eens minder hoogfrequente verschillen
voor dan bij de gewone combinatie-oplossing.

Tabel 6.4 Statistieken uan de uerschillen tussen kleinere binnensebiedqrootten en een
5o -binnenqebied. In m.

,!"
gewone combinatie

gemiddelde rms min max

Meissl/Wong&Gore L:46

gemiddelde rms min max

20

30

^ o
a

0.409 0.120 0.073 0.565

0.312 0.111 0.005 0.508

0.136 0.066 0.007 0.295

-0.LzL 0.032 -0.178 -0.044

-0.118 0.031 -0.L75 -0.043

-0.079 0.023 -0.110 -0.020
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de g ewone comb'inatie- oplossing en uoor binneng ebied,'
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À f )

Figuur 6.L4 Geot:deuerschil len uan de Mei,ssl/WongUGore L : 46 combinatie-

oplossingen uoor binnengebi,edgrootten uan 5" en f . In cm, isolijnen'interual
'is 2 cm.
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Een kleiner binnengebied gebruiken met de gecombineerde Meissl/Wong&Gore L: 46
kernfunctie is eigenlijk niet juist. De keuze voor -L : 46 volgt uit de binnengebied-
grootte van 50, zie paragraaf.2.7. Omdat de geopotentiaalmodelruis en aÍbreekfout
groter zijn voor kleinere binnengebiedgrootte bij de gewone combinatie-oplossing, en
een kleinere kapgrootte niet in overeenstemming is met de Meissl/Wong&Gore L: 46
kernfunctie, wordt voor een binnengebied van 5o gekozen. Bovendien is doorgaans de
binnengebieddata van redelijk goede kwaliteit. Is de data slechter dan de data uit het
globale geopotentiaalmodel, dan heeft het geen zin deze data nog te gebruiken. Maar
dit is in de praktijk niet het geval omdat doorgaans in het geopotentiaalmodel geen

betere data zijn gebruikt dan wat men zelf beschikbaar kan krijgen.

Vorm

Buiten de keuze van de grootte van een cirkelvormig binnengebied heeft men ook nog de
keuze van het gebruik van een cirkelvormig integratiegebied per geoïdeberekeningspunt,

of het gebruik van alle beschikbare data voor elk berekeningspunt. Dit laatste wordt
vaak gedaan in praktische berekeningen van de geoïde, terwijl de eerste keuze altijd
wordt gedaan bij meer theoretische beschouwingen van de geoïdeberekening.

Als het binnengebied niet cirkelvormig wordt genomen) maar bijvoorbeeld rechthoekig,

dan kunnen de spectrale gewichten niet meer eenvoudig worden bepaald. Er ontstaan
een soort lumped coefficienten, de spectrale coefficienten zijn een combinatie van de

spectrale coefficienten van een cirkelvormig gebied (Gaposchkin, 1980). Omdat per

geoïdeberekeningspunt het binnengebied een andere vorm en ligging heeft, zijn de spec-

trale coefficienten, ofwel het gebruik van de beschikbare data, per geoïdeberekeningspunt

verschillend. Dit is niet bevorderlijk voor het inzicht in hoe de geoïde wordt berekend.

Voor de berekening van de fouten ten gevolge van de ruis van de geopotentiaalcoefficien-

ten en de aÍbreekfout worden de spectrale coefficienten van een cirkelvorig binnengebied

Qi gebruikt. Om een formele foutberekening te doen is een cirkelvormig binnengebied
nodig. Deze formele foutmaat hoort dan bij de geoïdeberekening die ook met dat cir-
kelvormige binnengebied is uitgevoerd. Dit is een tweede belangrijke reden om met

zo'n cirkelvormig binnengebied te werken.

De verschillen tussen de berekeningen zijn klein. Binnen Nederland geeft het een lang-
golvig verschil met een lichte kromming, met verschillen tot 1 cm.
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6.6 Vergelijking gravimetrische geoïdeberekeningen met

GPS/waterpassen en schietloodafwijkingen.

In deze paragraaf worden de verschillende gravimetrische geoïdeberekeningen, volgend

uit verschillende kernfunctiemodificaties, vergeleken met de beschikbare GPS- en wa-

terpasmetingen van de NEREF-Mareo'94 campagne en met de schietloodafwijkingen.

Deze twee datasets zijn beschreven in hoofdstuk 5. Er wordt voor 36 plaatsen schiet-

loodafwijkingen gebruikt, waarvan er op 8 punten alleen een breedte-component be-

schikbaar is. De GPS/waterpas-resultaten in Delft en Hoek van Holland zijn niet

gebruikt, omdat in beide vermoedelijk fouten in de NAP-hoogte of antenne-hoogte

voorkomen (van respectievelijk 4en25 cm). Er zijn in totaal dus 17 punten gebruikt.

In tabel 6.5 staan de statistieken gegeven van de verschillen tussen de gravimetrische

geoïdehoogten en de gemeten geoïdehoogten uit GPS- en waterpasmetingen. Naast de

nieuw berekende gravimetrische geoïdemodellen is ook de vorige geoïde voor Neder-

land, de Van Willigen geoïde, vergeleken. Op basis van de gevonden verschillen tussen

gravimetrische geoïde en GPS/waterpassen, is een correctievlak berekend, zodanig dat

een optimale aansluiting tussen gravimetrische- en GPS/waterpas-geoïdehoogten wordt

verkregen. Dit correctievlak is nodig, omdat de gravimetrische geoÏde een grote lang-

golvige fout heeft ten gevolge van het gebruikte geopotentiaalmodel. In paragraaf 6.4.L

bleek dat een vlak dat wordt beschreven door slechts 3 parameters ("f (p, À) : a+b<p+cÀ)

een voldoende goede beschrijving van de fout moet kunnen geven. Het vlak is berekend

door een kleinste-kwadraten aansluitingsvereffening, waarbij de volledige covariantie-

matrix van de GPS-metingen is gebruikt. Voor de waterpas- en geoïderuis gezamenlijk

is 5 mm genomen. Een kleinere keuze voor deze ruis heeft niet veel effect op het resul-

taat. De statistieken van de restverschillen tussen de gecorrigeerde geoïdemodellen en

de GPS/waterpas-metingen zijn gegeven in tabel 6.5.

Uit tabel 6.5 blijkt dat met een kernfunctiemodificatie zoals Meissl of Meissl/Wong&-

Gore (MWG) een veel betere overeenkomst wordt bereikt dan met de gewone combinatie-

oplossing (Molodenskii). Het weghálen van de afbreekfout, die voorkomt op de hogere

frequenties geeft een significante verbetering van 5 cm naar 1-1.5 cm rms. Verder blijkt

Tabel 6.5 Statistieken uan d,e uerschillen tussen grauimetrzsche geot'de-oplossingen en
GPS- en waterpasmetingen, in m.

Puur gravimetrisch

gemiddelde rms

Gravimetrisch + vlak

gemiddelde rms o

Van Willigen

Molodenskii

Meissl

MWG32

MWG46

-1 .113  0 .065

-0.925 0.092
-0.632 0.037
-0.508 0.049

-0.429 0.062

0.041 0.049 0.066

0.040 0.050 0.066

0.006 0.013 0.015

0.001 0.012 0.012

-0.001 0.014 0.014



6.6 Vergelijking gravimetrische geoildeberekeningen met GPS/H en €l'q. 151

dat de Meissl-kernfunctie in eerste instantie (voor het aanbrengen van een correctievlak)
beter overeenkomt dan de gecombineerde Meissl/Wong&Gore oplossingen. Na het aan-
brengen van een correctievlak is de overeenkomst met GPS/waterpassen vergelijkbaar,
en op het niveau van ruim een cm. Het correctievlak voor de Meissl-berekening heeft
een kleinere helling dan de gecombineerde Meissl/Wong&Gore-berekening. De oor-
spronkelijke rms is daarom kleiner. Kennelijk beschrijft de binnengebieddata, die bij
Meissl meer gewicht krijgen, het langgolvige zwaartekrachtsignaal beter dan het geo-
potentiaalmodel. De gecombineerde Meissl/Wong&Gore methode met L: 32 en een
correctievlak geeft de kleinste verschillen ten opzichte van GPS/waterpassen (o : 12
mm).

De vergelijking van de diverse gravimetrische geoïdemodellen met de schietloodafwij-
kingen is beschreven in tabel 6.6. Hierin is te zien dat met een kernfunctiemodificatie
een betere overeenstemming met de schietloodafwijkingen wordt bereikt. De reste-

rende verschillen zijn al op het niveau van de precisie van de schietloodafwijkingen.

Uit de vergelijking van de Van Willigen geoïde en de nieuwe Molodenskiiberekening

blijkt dat de nieuwe zwaartekrachtdata een significant deel van de geoïdeverbetering

voor hun rekening nemen. De rms van de verschillen is een factor 2 kleiner! De kern-

functiemodificaties die de afbreekfout flink verkleinen komen beter overeen met de

schietloodafwijkingen dan de gewone combinatie-oplossing. In tabel 6.7 worden de

verschillen gegeven tussen de gemeten schietloodafwijkingen en de met een vlak gecor-

rigeerde gravimetrische geoïdemodellen. Hierin zien we dat de oplossingen met Meissl

en Meissl/Wong&Gore beter overeenkomen dan de gewone combinatie-oplossing. De

beste oplossingen zijn evengoed en hebben een overeenkomst met de schietloodafijkin-
gen op het precisie-niveau hiervan.

De nieuwe zwaartekrachtdata in Nederland beschrijven de kleine golflengten dus veel be-

ter zoals blijkt uit de vergelijking Van Willigen-Molodenskii. Verder maakt het verklei-

nen van de afbreekfout dat de hoge frequenties in de geoïde nog meer worden verbeterd.

Zowel de Meissl, als de beide gecombineerde Meissl/Wong&Gore berekeningen komen

beter overeen met de externe geoïde-informatie dan de gewone combinatie (Molodens-

Tabel 6.6 Statistieken uan de uerschillen tussen grauimetrische geoíld,e-oplossingen en
schietloodafwijkingen, in ".

Puur gravimetrisch

gemiddelde rms

t n € r t
Van Wil l igen 0.01 -0.14 0.51 0.52

Molodenskii  -0.16 -0.07 0.26 0.26

Meissl 0.00 -0.13 0.22 0.28

MWG32 0.05 -0.19 0.22 0.28

MWG46 0.08 -0.25 0.22 0.27
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Tabel 6.7 Statistieken uan de uerschillen tussen grauimetrische geotlde-oplossingen en

schietloodafwijlcingen, in " .

Gravimetrisch + vlak

gemiddelde rms

Van Wil l igen -0.01 -0.04 0.51 0.52

Molodenskii  -0.01 -0.01 0.26 0.26

Meissl -0.02 -0.02 0.22 0.28

MWG32 -0.02 -0.03 0.22 0.27

MWG46 -0.02 -0.06 0.22 0.28

kii). Dit geldt zowel voor de GPS/waterpas-gegegevens als de schietloodafwijkingen.

De fout gaat respectievelijk van 5 cm naar ruim 1 cm, en van 0.37" naar 0.35".

De verschillen tussen de Meissl en de gecombineerde Meissl/Wong&Gore berekenin-

gen zijn klein. Zowel wat de geoïdemodellen zelf betreft, als wat de vergelijking

met externe geoide-informatie betreft. De verschillen in geoïdehoogten zijn voor het

grootste deel van Nederland beneden 1 cm, alleen in het oostelijk deel van Gelder-

land is een verschil van 3 cm over ongeveer 80 km tussen de Meissl berekening en de

Meissl/Wong&Gore L : 46 berekening. De Meissl/Wong&Gore L : 32 berekening

bevindt zich in het midden. In hoofdstuk 2 is beschreven dat er geen eenduidige theo-

retische argumenten zijn om voor één van de methoden te kiezen. Uit de vergelijkingen

met GPS/waterpassen en de schietloodafwijkingen blijkt dat de methode die in het

midden Iigt, Meissl/Wong&Gore L:32, iets betere resultaten geeft dan de twee uiter-

ste methoden die uit de theoretische overwegingen volgen. Daarom is dit de methode

die wordt gebruikt voor de geoïdeberekening voor Nederland.

Voor de gekozen Meissl/Wong&Gore L : 32 geoïdeberekening is een vergelijking ge-

daan voor verschillende kapgrootten met de GPS/waterpas gegevens. De resultaten

Tabel 6.8 Statistieken uan d,e uerschillen tussen grau'imetrische geotde-oploss'ingen met

Meissl/WongUGore L :32 met uerschi'llende kapgrootten en GPS/H. in m.

Kapgrootte gemiddelde rms rms na

vlakcorrectie

20 -0 .528

3', -0.542

40 -0 .541

50 -0.508

0.051 0.014

0.047 0.013

0.048 0.013

0.049 0.012
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hiervan staan gegeven in tabel 6.8. Hieruit blijkt dat met het 5"-binnengebied en

een gecorrigeerd geoïdemodel de beste overeenkomst met de GPS/waterpas-resultaten

wordt verkregen.

6.7 Conclusies

De conclusies die volgen uit de tests die in dit hoofdstuk zijn uitgevoerd worden hier

nog eens samengevat.

De discretisatiefout is 2 mm voor Nederland. De geoÏdeberekeningspunten kunnen het

beste precies midden in de zwaartekrachtblokgebieden worden gekozen.

De verschillen tussen numerieke integratie over blokken en punten zljn 2 mm. Verschil-

Ien tussen numerieke integratie en collocatie kunnen meerdere cm over 20 km bedragen.

De gewichten die aan de gemiddelde zwaartekrachtwaarden worden gegeven verschillen

veel. Door de kruis-covariantiefunctie aan te passen kunnen vrijwel identieke resultaten

worden verkregen. Een vergelijking met GPS/waterpassen met collocatie-resultaten is

niet mogelijk doordat met collocatie geen binnengebied van 5o kan worden gebruikt in

verband met computerfaciliteiten.

De effecten van verschillende parameters voor de berekening van gemiddelde blokwaar-

den is op het niveau van 1 of enkele mm. Voor een dataset die 4 keer zo weinig punten

bevat (1 punt per (4 k-)r) worden verschillen tot 5-10 mm gevonden.

De formele foutberekening van geoïdehoogteverschillen ten gevolge van de binnenge-

bieddata geeft een standaardafwijking op mm niveau. Dit geldt voor verschillende

grootten van het steungebied. Het gebruik van representatie in plaats van kleinste-

kwadraten collocatie scheelt ongeveer een factor 2 in de standaardafwijking. Omdat

bij de kleinste-kwadraten predictiemethode nauwelijks correlatie tussen buurblokken

ontstaat voor cle Nederlandse dataset. maakt het bij de geoïdeprecisie-berekening niet

uit of de covarianties, het foutvolume of alleen de varianties worden gebruikt. Als de

dataset minder dicht is, dan maakt het wel uit. Met een kwart van de Nederlandse data

wordt de geoïdeprecisie met gebruik van foutvolumes tot ISTo te optimistisch geschat'

terwijl met gebruik van alleen varianties de geoïdeprecisie meestal 10% te pessimistisch

worclt geschat. Dit laatste komt doordat correlaties in de blokwaarden een gunstige

invloed hebben op de bepaling van geoïdeverschillen'

De zwaartekrachtdata in België en op de Noordzee zijn minder goed van kwaliteit' De

bijdrage aan de standaardafwijking van de geoïdeverschillen is voor korte afstanden van

cm-orde. Vooral geoïdehoogteverschillen dicht bij België kunnen een standaardafwij-

king van meerdere cm's hebben. Voor geoïdepunten die binnen enkele tientallen km

van elkaar liggen en meel dan 30-50 km van België vandaan liggen is het effect van

sub-cm orde.

Als gebruik wordt gemaakt van een kernfunctie die de afbreekfout verkleint, dan resteert

een Lnggolvige fout in de gravimetrische geoïde die goed kan worden beschreven middels

een eenvoudig plat vlak. De verbetering van cle gravimetrische geoÏde in Nederland uit
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GPS/waterpas-metingen wordt daarom beschreven door de functie óly' : a+b(À- 5)+
c(e - 52).

De geoïderesultaten verschillen veel door het gebruik van verschillende kernfunctiemo-
dificaties. Niet alleen systematisch verschil van meerdere dm's, maar ook op kleine
golflengten 20-100 km zijn verschillen zichtbaar. Met name tussen de gewone combi-
natieoplossing en Meissl- en Meissl/Wong&Gore kernfuncties. Dit wordt veroorzaakt
door het verwijderen of verkleinen van de afbreekfout. De gewichten voor hoge graden
(n > 50) moeten zo dicht mogelijk bij 1 worden gekozen voor de binnengebieddata.
Uit de vergelijking met externe geoïde-informatie blijkt dat inderdaad een significante
verbetering wordt bereikt. IJit GPS/waterpassen blijkt dat de rms van de verschil-
len van 5-6 cm naar 1-1.5 cm gaat. Schietloodafwijkingen, die controle op kortgolvige
geoïdedeel geven, hebben een rms-verschil met de nieuwe geoïdemodellen van respec-
tievelijk 0.37" en 0.34". De standaardafwijking van schietloodafwijkingen zelf is ook
van die orde, zodat betere resultaten dan de 0.34" niet mogen worden verwacht.

De gecorrigeerde geoïde uii de gecombineerde Meissl/Wong&Gore L : 32 methode
geeft de beste resultaten in vergelijking met de externe geoïde-informatie. Deze methode
zal worden gebruikt voor de geoideberekening voor Nederland.

Een groter binnengebied .levert een betere geoïde op. Niet alleen is de formele fout
kleiner. Ook de verschillen met onafhankelijke geoïde-informatie zijn kleiner als de
geoïdehoogten met een groter binnengebied zijn berekend.
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Tot nu toe hebben we Stokes integraal (2.5) gebruikt, om de geoïdehoogte uit te rekenen
gegeven de zwaartekrachtanomalieën. Dit model is niet helemaal juist, maar kan alleen
worden geïntroduceerd na het aannemen van enkele benaderingen. In dit hoofdstuk
zal aan de hand van literatuur worden beschreven wat deze benaderingen zijn, wat
de invloed ervan is, en kijken we welke wel en niet acceptabel zijn voor de geoïde in
Nederland.

Een belangrijke stap in het verbeteren van het model voor de bepaling van de vorm van
de aarde is gemaakt door Molodenskii (Molodenskii e.a., 1962). Hij introduceerde een
geheel nieuw en ander concept dan Stokes heeft gevolgd. Het probleem dat de dicht-
heid van de massa tussen de geoïde en het aardoppervlak bekend moet zijn, verdwijnt
hiermee. In dit hoofdstuk volgen we de aanpak van Molodenskii, en vergelijken deze
met die van Stokes.

De modelfouten spelen een rol afhankelijk van de gewenste precisie die men wenst te
bereiken voor de geoïde. Toen de beschikbare hoeveelheid en kwaliteit van de zwaarte-
krachtdata verbeterde in de jaren '70, is door onder andere (Lelgemann, Ig70; Mather,
1973; Moritz, 7974, 1975) gewerkt aan het verbeteren van het berekeningsmodel ten
einde met decimeter-precisie te kunnen werken. De belangrijkste correcties die moeten
worden aangebracht zullen worden beschreven. Ze betreffen de atmosfeeraantrekking,
het topografie-effect, en de bolbenadering. Inmiddels wordt al weer enkele jaren ge-
sproken over cm-precisie, terwijl voor een model met cm-precisie weinig aandacht is
geweest. Moritz e.a. hebben bij de afleiding van de modelcorrecties benaderingen
geaccepteerd tot dm-niveau. Momenteel worden nog steeds de resultaten van deze
afleidingen gebruikt. Met name wat het topografie-effect betreft en de invloed van
niet-lineaire termen zou meer aandacht op zijn plaats zijn. Slechts incidenteel wordt
hier naar gekeken (zie bijvoorbeeld Heck, 1991; Smeets, 1992). Verder is er momenteel
vernieuwde aandacht voor het verbeteren van de reductietechnieken die van belang zijn

als de Stokes aanpak wordt gevolgd (Vanicek&Martinec, 1994). Voor Nederland zijn

deze effecten niet van belang, vanwege de geringe hoogten en hoogtevariaties.

7.L Molodenskii oplossing

Het klassieke probleem dat dient te worden opgelost is een vrij randvoorwaardepro-
bleem. In de praktijk is de horizontale positie van meetpunten goed bekend, zodat alleen

de vorm van de aarde (de hoogte) hoeft te worden bepaald. Dit is het scalaire randvoor-

waardeprobleem van de Molodenskii. Gegeven de (gemeten) zwaartekrachtwaarden en
potentiaalverschillen op het aardoppervlak, wat is de vorm van het aardoppervlak en

wat is de zwaartekrachtpotentiaal W op en buiten het aardoppervlak? Daarbij moet

worden opgemerkt dat de potentiaalverschillen geen direct gemeten grootheden zijn,
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maar dat deze kunnen worden berekend uit zwaartekrachtmetingen gecombineerd met
waterpasmetingen. Er moet een oplossing worden gevonden gegeven de randvoorwaarde
die voldoet aan de Laplace vergelijking voor de stoorpotentiaal

  6 a2T a2T a2T A , :A l  :  -  *  -  *  - : - - ; - : 0 ,  l i m T - 0
or" o u. o z. r+oo (7 .1 )

De gegeven randwaarden in dit scalaire Molodenskii probleem zijn de zwaartekracht-
anomalieën Ag en de potentiaalanomalieën LW. Bij het bepalen van de randwaarde-
vergelijking is het nodig enkele benaderingen te introduceren om tot een oplossing van
het probleem te kunnen komen.

Om de potentiaal op en buiten het aardoppervlak te kunnen beschrijven, moet worden
aangenomen dat deze functie harmonisch is, hetgeen betekent dat er zich geen massa
buiten het aardoppervlak mag bevinden. Slechts dan is de Laplace vergelijking geldig.
Buiten het aardoppervlak bevindt zich echter de massa van de atmosfeer. Men kan
dan met de Poisson vergelijking werken, waarbij de massa buiten het aardoppervlak
moeten worden gemodelleerd. Gemakkelijker is het als de atmosfeer wordt gemodelleerd
en van buiten het aardoppervlak naar binnen worden verplaatst. Dan kan de Laplace
vergelijking blijven worden gebruikt. Dit wordt in paragraaf 7.3 behandeld. Er is
ook bijvoorbeeld de aantrekking van maan en zon. De zwaartekrachtanomalieën zijn
hiervoor al gereduceerd, zodat dit geen rol speelt bij de geoïdebepaling.

Nu de data zodanig zijn gereduceerd dat de potentiaal buiten de aarde inderdaad
harmonisch is, kunnen we ons richten op de randvoorwaarde. De relatie tussen de
onbekende stoorpotentiaal en de gemeten grootheden zwaartekracht, is een niet-lineaire
relatie. Om het onderhavige probleem op te lossen wordt een linearisatie uitgevoerd.
Daarvoor wordt een benadering voor het aardoppervlak dat al zeer dicht in de buurt ligt
gekozen. Molodenskii introduceerde hiervoor de telluroïde. Dit vlak wordt gedefinieerd
door de keuze van een normaalpotentiaalveld. De keuze is zodanig dat de potentiaal
van een punt op het aardoppervlak W(P) gelijk is aan de normaalpotentiaal van het
bijbehorende telluroïdepunt i/(Q) langs de ellipsoïdische normaal. De hoogte van dit
telluroïdepunt boven de ellipsoïde is de normaalhoogte H. (Heiskanen&Moritz, 1967).
Deze definitie van de telluroïde leidt tot de zogenaamde Marussi-mapping (Moritz,
1980a). Andere mappings zijn ook mogelijk, maar deze is het belangrijkste voor de
praktijk (Heck&Seitz,1992). De telluroïde is geen equipotentiaalvlak met een fysische
betekenis zoals de geoïde, maar slechts een verzameling van punten.

Het verschil tussen de te bepalen potentiaalW en de normaalpotentiaal [/ in hetzelfde
punt is de stoorpotentiaal T : W - LI. Verder wordt gedefinieerd de vrijelucht zwaarte-
krachtanomalie volgens Ag: gp -lg,waarbij P het punt op het aardoppervlak is en

Q het bijbehorende punt op de telluroïde. De randwaardevergelijking kan nu worden
opgesteld door het aardoppervlak, W en g te schrijven als Taylorreeks ten opzichte van
de respectievelijke benaderingen telluroïde, U en 1. Door de niet-lineaire termen te
verwaarlozen vinden we de Iineaire vergelijking (zie Pavlis, 1988)

mq Lg - Te ! me (grad 7)q (7 .2 )
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De modelcoefficienten mg worden bepaald door de gekozen Marussi-mapping en het

coordinaatsysteem van het gekozen normaalveld. Heck (1988, 1989a, 1989b, 1990, 1991;

Heck&Seitz, L992) heeft uitputtend onderzocht door middel van iteratieve invulling

van de lineaire oplossing in de oorspronkelijke niet-lineaire vergelijking, hoe groot de

invloed van de niet-lineaire termen is op de uiteindelijke geoïde (of hoogteanomalie)

voor verschillende randvoorwaardeproblemen. Voor het randvoorwaardeprobleem dat

we hier volgen, het scalaire randvoorwaardeprobleem, bedraagt het effect in extreme
gevallen maximaal één cm voor de geoïde. Voor dit geval kan daarom zonder problemen

de gelineariseerde versie van het probleem worden gebruikt (Heck&Seitz,1992).

Een volgende vereenvoudiging die wordt geïntroduceerd is door de coefficienten me ïe

berekenen in een ellipsoïdisch normaalveld, met een ellipsoïdisch coordinaatsysteem.

(7 .3)

Deze randvoorwaardevergelijking wordt ook de fundamentele vergelijking van de geo-

desie in ellipsoïdische benadering genoemd. Het is niet bekend of met behulp van deze

randvoorwaarde het mogelijk is een gesloten oplossing te vinden voor ?. Dit kan wel als

er ook nog bolbenadering en constante voerstraalbenadering wordt ingevoerd, wat be-

tekent dat de coefficienten in de fundamentele vergelijking worden berekend in sferische

benadering. De ellipsoïdische coordinaten in (7.3) worden vervangen door bolcoordina-

ten. Deze bolbenadering is toegestaan voor het vinden van de eerste oplossing omdat

het probleem is gelineariseerd, en de bolbenadering alleen werkzaam is op het niveau

van de stoorgrootheden. Het effect is van de orde van de afplatting (r*t). We krijgen

dan de fundamentele vergelijking van de geodesie in sferische benadering

A o :  - T * L 2 ,
"  d n  1 d h

AT
a g :  - ^

OT
_ ? 7

T
(7-4)

Met behulp van de te vinden oplossing kan ook weer via een iteratief proces worden

bepaald hoe groot de invloed is van de bolbenadering ten opzichte van de ellipsoïdische

randvoorwaarde. Ellipsoïdische correcties zijn voor het eerst uitgerekend door Lel-

gemann (1970). Omdat deze ellipsoïdische correcties bij de combinatieoplossing niet

zomàar kunnen worden aangebracht wordt hier straks nog apart op terug gekomen.

We volgen claarbij niet de aanpak zoals geschetst in (Moritz, 1980a), maar de meer

inziclrtelijke aanpak van (Pavlis. 1988).

Molodenskii (lMolodenskii e.a.. 1962) heeft laten zien dat door de telluroïde als een

reeks ten opzichte van een bol met constante voerstraal te schrijven voor elk van de

termen van deze Taylorreeks een oplossing wordt gevonden in de vorm van Stokes

integraal (zie Moritz, 1980a). Als hierbij Bruns vergelijking (2.2) wordt toegepast op

de stoorpotentiaal ? wordt niet de geoïdehoogte ly' verkregen, maar de hoogteanomalie

e,
,11

7
(7 .5 )
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welke de afstand tussen het aardoppervlak en de telluroïde is en ongeveer even groot is
als de geoïdehoogte. De eerste term van de Taylorreeks levert

a ^ t  p \  -
\ u \ a  /  - St(trpq) Gs(Q) do, (7.6)

en de tweede term

/ ' - t P \  -
\ I \ I  , I  

_ St(rtpe) Gr(Q) do. (7.7)

R I
4trl J

R f
4r1 J

R I
4tr1 I

Hierin is Go(Q) : Ag(Q) en

G,(Q):# tw{rarnr +ftc,rnt\ a,
o

Voor verdere uitleg van de variabelen, zie (Moritz, 1980a, sect. 43). De hogere orde
termen {e*;n > 1} kunnen op een vergelijkbare manier worden beschreven, maar krij-
gen nog een extra term aan de rechterkant van de vergelijking. Wat belangrijk is voor

ons om te concluderen, is dat de tweede term G1 naast de zwaartekrachtanomalie Ag

en de hoogteanomalie (6, aÍhangt van de topografieverschillen. In (Heiskanen&Moritz,

1967) wordt afgeleid hoe met behulp van enkele kleine benaderingen de term G1 anders
kan worden geschreven. De bijdrage (1 ten gevolge van G1 kan worden geschreven in

twee delen (rr en (12, respectievelijk

(7 .8)

(7.e)

(7 .10)

( r r (P)  :

.  A 's AC,
( r z : - " h - : h'Y ah"

De interpretatie hiervan bestaat uit drie stappen. Eerst wordt middels de term in
(7.9) het effect bereikt dat de oppervlakte vrijelucht zwaartekrachtanomalie Ag(Q)

zoals door Molodenskii wordt gebruikt, van het aardoppervlak naar de geoïde wordt
gereduceerd. Daarna wordt de eerste term van de Molodenskii oplossing (de Stokes

integraal) toegepast op deze gereduceerde zwaartekrachtanomalie, zie (7.6). En tot

slot wordt de gevonden hoogteanomalie van geoïde naar aardoppervlak teruggebracht,

met (tz (7.10). De eerste term in de Molodenskii oplossing geeft namelijk de berekening

van de hoogteanomalie op zeeniveau aan. Dit kan worden gezien doordat de (e-bijdrage

gelijk is aan Stokes integraal.

In (Moritz, 1980a) wordt getoond dat de terreincorrectie al een zeer goede benade-

ring is voor de G1-term. De combinatie van vrijelucht zwaartekrachtanomalie en ter-

reincorrectie wordt Faye-anomalie genoemd. Voor een eenvoudige berekening van de

hoogteanomalieën op basis van de eerste twee termen van de Molodenskii reeks, kunnen

dus deze Faye-anomalieën worden gebruikt waarbij nog een kleine, eenvoudige correctie

moet worden aangebracht. Voor veel praktische berekeningen is dit nauwkeurig genoeg.
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Wordt alleen de eerste term van de Molodenskii-reeks gebruikt, dan heet dat constante

voerstraal benadering. Alleen de eerste term van de reeksontwikkeling van de telluroïde,

de bolstraal zelf, wordt gebruikt.

Het effect van de tweede term van Molodenskii, de Stokes integraal toegepast oP Gr,

hangt sterk af van de topografie (hoogten) en topografievariaties. Uit een voorbeeld

van (Li e.a., 1995) blijkt dat voor bergachtig gebied met hoogten van 0 tot 3500 m,

met maximale verschillen van 800 m binnen enkele km, bijdragen aan de geoïde worden

gegeven via de G1-term van de orde van één tot enkele dm. Voor Nederland zijn

de effecten, door het ontbreken van bergen en hoogteverschillen, verwaarloosbaar. In

Zuid-Limburg en omliggend gebied in België is het effect maximaal 2 mm over korte

afstanden.

De hoogteanomalie wordt vaak afgezet ten opzichte van de ellipsoÏde. Het vlak dat dan

wordt verkregen wordt quasi-geoïde genoemd. Dit vlak is geen equipotentiaalvlak, zoals

de geoïde. Het ligt wel vlak bij de geoïde. De maximale verschillen zijn op aarde in de

orde van enkele decimeters tot een meter in berggebieden (Heiskanen&Moritz, 1967).

Typische verschillen in Europa zijn van decimeter-orde (Brouwer&De Min, I-994). De

quasi-geoïde vertoont daarbij een iets grilliger verloop dan de geoÏde, ten gevolge van

het topografie-effect.

Tenslotte wordt nog eens puntsgewijs samengevat wat de benaderingen zijn die worden

aangebracht om de eerste term van de Molodenskii reeksoplossing te vinden.

o Atmosfeerreductie (verplaatsing naar ellipsoïde).

o Linearisatie (verwaarlozen hogere orde termen).

o Sferische benadering (modelcoefficienten berekenen met bolcoordinaten in plaats

van ellipsoïdische coordinaten).

o Constante voerstraal (alleen de eerste term van de Molodenskii reeks, ofwel de

Stokes integraal).

7.2 Stokes oplossing

Op dezelfde manier als in de vorige paragraaf is gedaan kan ook een randvoorwaarde-

probleem worden gedefinieerd zoals dat door Stokes (1849) is gedaan. Daarbij is niet

het aardoppervlak de rand, maar de geoïde. En niet de telluroïde is het benaderende

oppervlak dat wordt gebruikt voor de linearisatie) maar de ellipsoïde. Een extra pro-

bleem dat daardoor ontstaat is dat de massa tussen de geoïde en het aardoppervlak

ook dient te worden verwijderd, ten einde de stoorpotentiaal harmonisch te Iaten zijn.

Hiervoor is kennis nodig van de dichtheid van deze massa, wat in de praktijk onmogelijk

is op te lossen. Dit is ook de reden geweest voor Molodenskii om te zoeken naaï een

andere oplossing voor de bepaling van de vorm van de aarde'

Na het weghalen van het atmosfeer-effect en de topografie-aantrekking wordt bij het

Stokes probleem verder dezelfde weg gevolgd als bij Molodenskii. Er wordt een lineari-
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satie uitgevoerd en een bolbenadering, hier van de ellipsoïde in plaats van de telluroïde.
Voor de bolbenadering moeten ellipsoïdische correcties worden aangebracht. Vervol-
gens wordt een constante voerstraalbenadering aangenomen) waarna de uiteindelijke
Stokes integraal als oplossing van het Stokes probleem kan worden bepaald.

Het verschil tussen de aanpak volgens Molodenskii en Stokes is dat bij de eerste de
hoogteanomalie (en vervolgens eventueel de quasi-geoïdehoogte), en bij de laatste de
geoïde en de geoïdehoogte wordt berekend. Bij elk van deze twee hoort een verschillend
hoogtesysteem, respectievelijk normaalhoogten en orthometrische hoogten. Er geldt

N + H  -  C + H .  - h , (7 .11 )

met ly' de geoïdehoogte, f/ de orthometrische hoogte, ( de hoogte-anomalie en quasi-
geoïdehoogte, H* de normaalhoogte, en h de ellipsoïdische hoogte. De relaties zijn
weergegeven in figuur 7.1. Het verschil tussen de orthometrische hoogte en de normaal-
hoogte van een punt, en dus ook tussen de geoïdehoogte en de quasi-geoïdehoogte kan
worden benaderd met íHeiskanen&Moritz. 1967\

Lgpo g
1

Hierin is p de gemiddelde zwaartekracht tussen geoïde en aardoppervlak, en J de ge-
middelde normaalzwaartekracht tussen ellipsoïde en telluroïde. A,g so is de Bouguer-
anomalie. Deze formule geldt niet voor ruw, bergachtig terrein (Li e.a., 1995).

Het verschil tussen geoïde en quasigeoïde is maximaal in hooggebergten (door de di-
recte invloed van topografie en topografiehelling in de quasi-geoïde) en bedraagt maxi-
maal 1-2 m (Heiskanen&Moritz, 1967, p.328). In Nederland is er praktisch geen verschil
tussen de geoïde en de quasi-geoïde. De grootste Bougueranomalieên komen voor in
het oostelijk deel van Noord-Brabant en hebben een waarde van ongeveer -30 mgal. De

aardopperuLak

tellu.ríode

qu,así-geoide

geoide

eLLipsoide

o - . v
H * - H  - '  ' H  =

7
(7.r2)

Figuur 7,1 Relaties tussen aardopperulak, tellurotde, quasi-geor,de, geotde en ell ipsoíde.
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NAP-hoogte is daar ongeveer 50 m, zodat een verschil tussen de geoïde en de quasi-

geoïde van ongeveer 1.5 mm voorkomt. Voor de gebieden in Limburg waat meer to-
pografie voorkomt is de Bougueranomalie weer kleiner, waardoor ook daar het verschil

niet significant is. In Nederland mogen de verschillen tussen de twee soorten hoogten
(orthometrisch en normaal) en de twee referentievlakken (geoïde en quasi-geoïde) dus

helemaal worden verwaarloosd.

7.3 Atmosfeer-effect

Zoals genoemd in paragraaf 7.1 moet de massa van de atmosfeer worden verwijderd

omdat alleen bij afwezigheid van massa buiten de rand de te vinden stoorpotentiaal op

en buiten de rand een harmonische functie is en aan Laplace vergelijking kan voldoen.

Ecker&Mittermayer (1969) hebben zich met dit probleem bezig gehouden, en gebruik-

ten daarbij een ellipsoïdisch model voor het aardoppervlak. Moritz (bijvoorbeeld 1974,

1980a) volgt een vergelijkbare aanpak, maar met een bol als benadering voor de aarde

waarbij een voldoende nauwkeurigheid wordt bereikt voor ons doel (Moritz,l974). Bij

deze aanpak wordt niet alleen de atmosfeermassa buiten het aardoppervlak weggehaald,

maar buiten de referentie-ellipsoïde. Dit li jkt wat onnatuurlijk, maar maakt dat het

probleem veel eenvoudiger is op te lossen, terwijl er slechts een kleine verandering van

de dichtheid van de massa's tussen aardoppervlak en ellipsoÏde wordt veroorzaakt. Het

effect van het weghalen van de atmosfeer buiten de ellipsoïde en het verplaatsen ervan

binnen de ellipsoïde op de gemeten zwaartekracht is onder andere door voornoemde

auteurs uitgevoerd. Al in 1970 (IAG, 1970) is door de International Association of

Geodesy (IAG) een tabel gepubliceerd met deze waarden, die alleen aÍhangen van de

hoogte van het betreffende punt boven zeeniveau. Deze waarden kunnen als eenvoudige

formule worden geschreven door (Wenzel. 1985)

6g.t  :  0.874 - 9.9 '  10-5 H + 3.5625 '10-s H2 (7 .13 )

Hierin is fI in m, en óg1 in mgal. Dit effect moet bij de zwaartekrachtanomalieên

worden opgeteld. Het indirect effect op de geoïde door de atmosfeerverplaatsing be-

draagt op zeeniveau ongeveer 7 mm. Dit voor Nederland constante effect mag worden

verwaarloosd, zodat alleen de zwaartekrachtanomalieën hoeven te worden gecorrigeerd.

7.4 Ellipsoïdische correcties

Omclat bij de geoïdeberekening voor Nederland de ellipsoïdische correcties in rekening

worden gebracht zal hier nader worden ingaan op de berekening daarvan. Daarbij

worclt (Pavlis. 1988) gevolgd. In de fundamentele vergelijking (7.3) kan de ellipsoïdische

coordinaat /z als Taylorreeks worden geschreven waarbij deze wordt ontwikkeld rond de

bolcoordinaat r. De randwaardevergelijking kan worden geschreven als

L s :  - T  - ? r -  -  e " , + o ( e a ) (7.14)

De hogere orde termen van deze ontwikkeling tot en met de orde van de afplatting e2

worden hier geschreven als e"z, welke functies van 7 zijn. De termen e"z kunnen worden
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overgebracht naar de andere kant

A s * e . z : - T - ? 7 .

€ e 2 - 2 e n - l € 1  ,

€h : e2sinrpcos g+ ,r o Q

( )
€.r : - 

{tt,#P2(sin 
,) - 

Y#.o,' ,  } 
r

R f
ól/.(P) : - I St;(1r) (e"z) do .'  4 r 1 J

oo

R 1 8 0  )  n

ÁN. í  P \  :v r v 6 \ r /  -  
2 . . u L , ; - ( l - w ï , 0 ! ' ) )  t  e n ^ Y n ^ 1 P \
- t  

n = 2

(7 .15)

De oplossing hiervan wordt gegeven door de gewone Stokes integraal, waarbij binnen
de integraal staat (Ag+e.z). De 6e2 termen zorgen voor de ellipsoïdische correctie tot
orde e2 van de Stokes integraal.

De term e"z bestaat uit drie delen, waarvan er twee vrijwel gelijk zijn, zodat

(7 .16)

(7.r7)

Voor een interpretatie van deze termen wordt verwezen naar (Pavlis, 1988). De deelter-
men van e"z hangen af van ?, maar hebben een veel kleinere orde van grootte dan Ag,
waardoor ? slechts bij benadering bekend hoeft te zijn. De ellipsoïdische correctie voor

de geoïde kan daarom iteratief worden berekend of uit een al bekend geoïdemodel. Dit
laatste is gedaan in de laatste globale geopotentiaal modellen van Ohio State University

OSU89 (Rapp&Pavlis, 1990) en OSU91 (Rapp e.a., 1991), zie ook hoofdstuk 5. Hierin is

de sferische benadering in de Stokes integraaloplossing gecorrigeerd. Het ellipsoïdische

effect in en rondom Nederland zoals opgenomen in deze modellen wordt weergegeven
in figuur 7.2. Dit komt overeen met de berekening door Lelgemann (1970). Het blijkt

dat het een langgolvig effect betreft. In Nederland komen maximale verschillen van een
paar cm over 200 km voor.

In hoofdstuk 2 is aangetoond dat in de combinatieoplossing (met geopotentiaalmodel en

binnengebieddata) slechts een klein deel van de uiteindelijke geoïde wordt bepaald uit

het geopotentiaal model. Zie hiervoor figuur 2.25. Er wordt dus ook maar een gedeelte

van de ellipsoïdische correctie aangebracht in de combinatieoplossing. Het gedeelte dat

nog moet worden aangebracht wordt beschreven door

(7 .18)

(7.1e)

Als de spectrale coefficiente\ €n van €e2 worden berekend dan kan de geoidebijdrage

ook worden beschreven als

(7.20)

De coefficienten €nn zijn berekend, zoals ook is gedaan door (Rapp&Pavlis, 1990) en

(Rapp e.a., tr991) voor de modellen OSU89 en OSU91. De resultaten komen overeen

met die van Pavlis (1988).
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Figuur 7.2 Elli,psotldische correctie uoor de sferische benadering in Stolces integraal in
en rondom Nederland. In cm, isolijneninterual is 0.5 cm.

In figuur 7.3 zljn de signaalgraadvaïianties gegeven van de ellipsoïdische correctieter-

men, uitgerekend voor zwaartekrachtanomalieën. De ellipsoïdische correctie bestaat

niet alleen maar uit bijdragen van de allerlaagste graden. \Mel blijkt dat de meeste

energie van dit signaal zich op de zeer lage graden n bevindt. Omdat de spectrale

gewichten voor n < 6 bij alle kernfuncties ongeveer gelijk zijn aan 1 voor het geopoten-

tiaalmodel (zie weer figuur 2.25), zalhel grootste deel van de ellipsoïdische correctie

in de combinatieoplossing zijn opgenomen. Er bevindt zich echter ook nog een deel

van het signaal op de hogere graden. Afhankelijk van de gebruikte kernfunctie in de

combinatieberekening, zal meer of minder van dit signaal wel of niet zijn opgenomen.

Om te kijken of dit deel nog een significante (> 1 cm) correctie aan de totale geoïde uit

de combinatiemethode oplevert, is voor de twee kernfuncties van Molodenksii (de ge-

wone combinatiemethode uit paragraaf 2.2) en de gecombineerde Meissl/Wong&Gore-

kernfunctie (met L : 32) de restcorrectie uitgerekend. Dit is gedaan met (7.20). De

figuren 7.4 en 7.5 laten deze effecten zien voor de gewone combinatieoplossing (2.18) en

de combinatieoplossing met de gecombineerde Meissl/Wong&Gore L :32 kernfunctie.

Hieruit blijkt dat inderdaad minder langgolvig signaal wordt weggelaten bij de gecom-

bineerde Meissl/Wong&Gore methode, dan bij de gewone combinatie. De hoge frequen-

ties worden in beide methoden weggelaten. Het gedeelte van de ellipsoÏdische correctie

van de Stokes integraaloplossing dat wordt weggelaten in de combinatieoplossing heeft
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Figuur 7,3 Signaalgraaduarianties uan de eltipsotldische correcties, in rngal2.

toch nog een amplitude van I-2 cm over afstanden van 50-150 km, en deze correcties
moeten worden aangebracht in de combinatieoplossingberekening. In (De Min, 1995b)

wordt dit probleem uitgebreider besproken, en worden voorbeêlden gegeven van het

effect voor heel Europa. Daaruit blijkt dat met name in bergachtige gebieden (waar

grotere schietloodafwijkingen voorkomen) het effect een nog grotere amplitude kan heb-

ben. In Europa komen maximale waarden van 10 cm over 100 km en 20 cm over 300

km voor.

7.5 Conclusies

In dit hoofdstuk is ingegaan op de achtergronden van de geoïdebepaling met behulp

van Stokes integraal. We hebben gezien dat een modellering met centimeter-precisie in

het algemeen niet wordt bereikt door simpelweg de Stokes integraal toe te passen op

zwaartekrachtanomalieën. De eigenlijke geoïdebepaling vindt plaats via het Molodens-

kii probleem. Hierbij moet naast de zwaartekrachtinformatie ook informatie over de

terreinhoogten zijn gegeven. En tevens moeten de gevonden hoogteanomalieën of quasi-

geoïdehoogten nog worden omgerekend naar geoïdehoogten. Voor Nederland kunnen

ïve ons voor de geoïdeberekening echter beperken tot de eerste term van de Molodenskii

reeks, door het ontbreken van significante topografie(verschillen). Hierdoor vallen ook

de quasi-geoïde en de geoïde samen.

Twee correcties moeten wel worden aangebracht om het rekenmodel cm-precisie (voor

relatieve geoïdehoogten) te geven. Ten eerste is dit het aanbrengen van atmosfeeraan-

trekkings-correcties aan de zwaartekrachtwaarden. Ten tweede moeten ellipsoïdische

correcties voor het binnengebied worden aangebracht.
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7.4 El l ipsoíldische correctie uoor een 5o -binnengebied uoor de gewone combina-

tieoplossing in en rondom Nederland. In cm, 'isolijneninterual is 0.5 cm.
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Figuur 7,5 Eltipsoíld,ische correctr,e uoor een 5" -binnengebied, uoor de

Mei,ssl/wongsGore L : 32 combinatieoplossing in, en rondom Ne-

derland. In cm, ' isol' i jnen'interual' is 0.5 cm.
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In dit hoofdstuk wordt eerst nog eens precies uitgelegd welke methoden worden ge-
bruikt en welke formules zijn toegepast. Vervolgens worden alle gebruikte zwaarte-
krachtwaarden en hun bijdragen aan de gravimetrische geoïde voor Nederland gepre-
senteerd in figuren. De gravimetrische geoïde wordt dan vergeleken met de externe
geoïde-informatie uit GPS/waterpas-gegevens, en met schietloodafwijkingen. Op basis
van deze vergelijkingen, kunnen eventuele langgolvige verschillen met de gravimetrische
geoïde worden gecorrigeerd. Dit levert dan de momenteel best mogelijke geoïde voor
Nederland op in paragraaf 8.5.

Deze best mogelijke geoïde voor Nederland wordt daarna vergeleken met de vorige
geoïde voor Nederland (Van Willigen, 1985) en de geoïde van Duitsland (Denker,
1989) die aan de Duitse grens overlapt. De geoïde, die is berekend ten opzichte van
GRSS0/WGS84/ETRS89 (waar we hier geen onderscheid tussen maken, hetgeen is toe-
gestaan voor praktijktoepassingen) kan vervolgens worden getransformeerd naar andere
referentie-ellipsoïdes. De belangrijkste daarvan is de Bessel-ellipsoïde, die in Nederland
wordt gebruikt voor het Rijksdriehoekssysteem (RD). Hier zitten nog wat haken en
ogen aan die in paragraaf 8.7 worden doorgenomen.

Met nadruk wordt nog eens gesteld dat vooral de geoïdehoogteverschillen van belang
zijn. Niet alleen zljn deze veel beter te bepalen dan absolute geoïdehoogten, ze zijn ook
het belangrijkste voor de toepassingen in de praktijk.

8.1 Procedure voor de geoïdeberekening voor Nederland

Voor Nederland wordt de gravimetrische geoïde uitgerekend. Er wordt hier geen onder-
scheid gemaakt tussen geoïde, quasi-geoïde en NAP-vlak. Voor de berekening worden
het globale geopotentiaalmodel OSUglA tot en met graad en orde 360 en de in Eu-
ropa beschikbare data in een combinatieoplossing gebruikt. De gebruikte kernfunctie in
de combinatieoplossing is de Stokes functie met een gecombineerde Meissl/Wong&Gore
kernfunctiemodificatie, waarbij is gekozen dat de graden tot en met.L : 32 worden afge-
trokken van de volledige Stokes functie. De spectrale gewichten en de daaruit volgende
kernfunctie worden weergegeven in de figuren 8.1 en 8.2. De berekening wordt uitge-
voerd volgens methode A (remoue-restore, zie paragraaf 2.2). Op basis van de beschik-
bare zwaartekrachtdata in Europa worden gemiddelde zwaartekrachtanomalieën voor
blokgebieden van 3'x5' bepaald. Dit wordt gedaan met kleinste-kwadratenpredictie en
een steungebied van 0.06' voor elk blokgebied. De gebruikte covariantiefunctie wordt
beschreven door (4.20), en de standaardafwijkingen van de puntwaarden zijn gebruikt
voor de berekening van de gewichten om een gewogen gemiddelde te verkrijgen. De
data zijn gecorrigeerd voor de atmosfeeraantrekking. In Nederland wordt een 3'x5'
geoïdegrid uitgerekend door numerieke integratie van Stokes integraal over de gemid-



8.7 Procedure voor de geoi'deberekening voor Nederland 767

graad

Figuur 8.1 Spectrale gewichten uMwc3z uan gecombineerde Mei,ssl/WongUGore kern-

functiemodificatie rnet L : 32 en th : 5.0o.

afstand (")

Figuur 8.2 De binnengebied, kernfunct'i,e stz1D bij de Q{wc32-cofficienten uit f,-
guur 8.7, die is gebruikt uoor d,e grauimetrische geotld,eberekening uoor Ne-
derland,.

delde zwaartekrachtanomalieên. De geoïdeberekeningspunten liggen precies in het mid-

den van zwaartekrachtblokgebieden. Er wordt een binnengebied gebruikt van 5.0", dat

wil zeggen dat als het middelpunt van een blokgebiedje binnen 50 afstand ligt van het

geoïdeberekeningspunt, dat dan zijn bijdrage aan de geoïde wordt meegenomen. Het

indirecte effect van de geoïde, door reductie van de massa's buiten de geoïde, wordt

verwaarloosd in Nederland. De ellipsoïdische correctie van de binnengebieddata wordt

aan de geoïde toegevoegd, middels de berekende sferisch harmonische coefficienten van

deze correctieterm.

1 0 040
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Er wordt een formele foutberekening uitgevoerd voor de geoïde. De ruisfout van de
geopotentiaalcoefficienten en de afbreekfout worden berekend middels graadvarianties.
Voor de gemiddelde blokwaarden in het binnengebied zijn foutvarianties en foutcovari-
anties met buurblokken bepaald, waarbij dezelfde signaalcovariantiefunctie als voor de
berekening van gemiddelde blokwaarden met kleinste-kwadraten predictie is gebruikt.
De meetruis van de puntwaarden is inbegrepen in de fout. De fout(co)varianties van
de gemiddelde blokwaarden zijn voortgeplant naar de geoïdefout.

De formele geoïdeprecisie is slechter dan het gewenste cm-niveau. De fout is echter met
name langgolvig van karakter. Op basis van beschikbare GPS/waterpas-geoidehoogten
enf of schietloodafwijkingen kan een langgolvige correctie aan de gravimetrische geoïde
worden aangebracht. Dit levert een met GPS/waterpassen verbeterde geoïde op.

In tabel 8.1 staan alle opeenvolgende stappen genoemd die worden gevolgd bij de be-
paling van de geoïde voor Nederland. Referenties naar de gebruikte vergelijkingen zijn
daar waar van toepassing opgenomen.
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Tabel 8.L Schema met de uolledige berekeningsprocedure uan d,e grauimetrische geot'ide

uoor Nederland.

1 Verzamel geopotentiaalmodelcoefÊcienten Á-C.- inclusief íoutvarianti"t 
"?d^_,

2 Yerzamel zwaartekrachtanomalieën Ag; en Ál in een gebied tenminste tot aan ry'o =

5" vanaf alle geoideberekeningspunten inclusieÍ meetruiswaarden

3 Bereken gemiddelde blokwaarden voor gebieden van 3'x5" en bereken o& An, @.7)
(4.r7)

4 Breng atmosfeercorrectie ó94 aan (7.13)

3 6 0  t u

B e r e k e n N l ( P )  :  f i t  D  A C ^ * T ^ ^ ( p , ^ )
- - t  - - _ " .

360 f ,

Bereken Tnnn^(Q) = t D (r - t) 
_D_. 

Te -^ Y ̂ ^(p, À)

Bereken ttz(fl = & D t&o - Lgnn^)
t , t t : p q l t l o

(2 .7 )

( A . 1 1 )

t e+#  ro+*

I I StY*"t '(rbr,rx) cose d\d'e (2.19)

, -_ re -# . t : r e - f

met Q middelpunt van blokje i

BerekenóNu  =  &  I " t rY *G32( rP )e *ao

Bereken Ns,oo : ,^/t + N2 + ó.^/6

' (7.2o)

(2.18)

(2.64)

Bepaal de discretisatiefout o4,1,r

Bereken totale fout daN =

1 0 Bereken ornissiefout ol : a2 i (+)' (QY*"t'{,tà)' ,* z(1- P.(cosry')) (2.61)

Bereken arbreekrout r? = (*)" lo (Of *r, t ' ( , |à) '  c^ 2 (7 -P'(cosr/))

Bereken omissieÍout binnengebied data ot

-2  -  \ -  \ -  / . , ,S í  -  o , ,s t  \  /  s t  s t  \  -  
(2 '66)

o i  :  2 -2 ,  \ ' * ie1  
-  * íÉr ) \uV"p t  - - íp r )  

"^nTí
i i l

I ó

L 4

Vergelijk met GPS/fí en €,?

Bepaal een met GPS/H verbeterde geoïde

Bepaal de precisiemaat aaN voor de GPS/H verbeterde geoïde

t o

I ( )

7 7
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8.2 Berekening van de gravimetrische geoïde

De gravimetrische geoïde voor Nederland is berekend op basis van de data uit het glo-

bale geopotentiaalmodel OSU91A tot en met graad en orde 360 (Rapp e.a., 1991) en
de 3'x5' gemiddelde blokwaarden tot op 5o van ieder geoïdeberekeningspunt, die zijn
beschreven in paragraaf 3.4 en paragraaf 4.5. Aan de 3'x5' gemiddelde zwaartekracht-
waarden is een atmosfeercorrectie aangebracht volgens (7.13). Er is geen tweede-orde
term voor de normaalzwaartekracht toegevoegd, omdat in het binnengebied geen grote

hoogten voorkomen. De ellipsoïdische correcties, die moeten worden aangebracht vol-
gens paragraaf.7.4, vergelijking (7.20), is niet aan de 3'x5'data aangebracht, maar deze
correctie is apart berekend en toegevoegd aan de geoïde, met de spheriscir harmonische

coefficienten die zijn berekend voor de ellipsoïdische correctietermen.

In figuur 8.4 zijn de zwaartekrachtanomalieën getekend van het globale geopotentiaal-

model OSU91A, tot en met graad en orde 360. In figuur 8.5 staan de residu zwaarte-

krachtanomalieën (de 3'x5' gemiddelde waarden met aftrek van de OSU9lA-waarden).

Uit figuur 8.5 blijkt dat er nauwelijks langgolvig signaal (À > 50 km) over is in de

residu zwaartekrachtanomalieën binnen Nederland. Voor heel Europa geldt een gemid-

deld verschil van 0.66 mgal.

Figuur 8.6 geeft de geoïdebijdrage in Nederland van het globale geopotentiaalmodel

OSUglA tot en met graad en orde 360. De gehele mondiale bijdrage is in reke-

ning genomen (Q;(Ir,) : h). Figuur 8.7 geeft de geoïdebijdrage in Nederland van

de residu zwaartekrachtanomalieên zoals ze zijn weergegeven in figuur 8.5. Voor elk

geoïdeberekeningspunt is de bijdrage van deze residu zwaartekrachtanomalieën gebruikt

als de afstand tussen het geoïdeberekeningspunt en het midden van het betreffende

blokgebied kleiner is dan 5"(= 556 km).

De totale gravimetrische geoïde voor Nederland bestaat uit de som van de twee gegeven

delen in de figuren 8.6 en 8.7, en de ellipsoïdische correctie berekend voor het 5'-

binnengebied, en zoals weergegeven in figuur 7.5. Deze totale gravimetrische geoïde

wordt weergegeven in figuur 8.8.

De precisie van de geoïde wordt bepaald door de bijdrage van 4 fouten. Het betreft de

vier datafouten zoals behandeld in paragraaf 2.5. De discretisatiefout is klein en wordt

geschat op 2 mm. De precisie van de gravimetrische geoïde wordt verder samengesteld

uit de ruis van de gebruikte geopotentiaalcoefficienten en de afbreekfout. De aÍbreekfout

is klein, en bedraagt slechts enkele mm, terwijl de geopotentiaalcoefficienten ruis van

dm-orde is voor grotere afstanden. Hier komt de fout ten gevolge van de ruis van de

gemiddelde blokwaarden nog bij. Deze verschilt wat per gebied, maar een gemiddelde

waarde hiervoor is 2 mm. De totale geoïdeprecisie volgt uit de som van de drie delen,

en deze is weergegeven in figuur 8.3. De precisie wordt beschreven door de vergelijking

of;, (c-2) : (0.3)2 + (0.07)2 .d'r,r,  ( in km) . ( 8 . 1 )

d,prp, is de afstand tussen de twee geoïdeberekeningspunten. Als één of beide geoÏde-

berekeningspunten dicht in de buurt van België of de Noordzee liggen dan komt er nog
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een foutbijdrage van de binnengebieddata bij. De totale fout wordt dan beschreven
door

of;, (cm2) : (0.3)2 + (0.02)2 .drp,r, (in km) + ofrergie * ofroo.dree , (8.2)

met

1s !-",&-
dBelgië

0,10 d,prp, (in km)

en

oBelgië (in cm) =

oBelgië (in cm) :

dB"tgie

(8.3)
dB"lgie ( 10 km .

7.5 km ( dNoo.dzee ( 30 km

(8.4)
dNoordzee < 7.5 km .

oNoordzee (in cm) : 0.25 j 
dP'P'

uNoordzee

oNoord.zee (in cm) : 0.035 d4p, (in km)

De afstand de"tgie is de kleinste afstand tussen één van beide (of beide) geoïdebereke-
ningspunten en de Belgische grens. De afstand dNoo.dree is de kleinste afstand tussen
de Noordzee en één van beide (of beide) geoïdeberekeningspunten.

0  50  100  150

afstand (kn)

Figuur 8,3 Prec'ísie uan grauimetrische geoi,'dehoogteuerschillen in Ned,erland. In cm.
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8.3 Geoïde, waterpassen en GPS

Als GPS-metingen zijn gedaan levert dat ellipsoïdische hoogteverschillen op. Deze

hoogteverschillen zijn doorgaans bepaald ten opzichte van WGS84 of ETRS89. We

zullen hier geen onderscheid maken tussen deze beide referentiesystemen. Door nu van

deze ellipsoïdische hoogteverschillen de waterpashoogteverschillen af te trekken, ver-

krijgt men geoïdehoogteverschillen, zie figuur 1.2. Dit is gedaan met de resultaten van

de NEREF-Mareo-campagne uit 1994. De precisie van de geoïdehoogteverschillen uit

GPS en waterpassen wordt geschat op 2-3 cm binnen heel Nederland. Voor alle punten

waar GPS en waterpashoogten bekend z1jn, zijn de verschillen met de gravimetrische

geoïde uit figuur 8.8 berekend, en weergegeven middels streepjes in figuur 8.9. Het

gemiddelde verschil is -0.508 m, met een rms van 0.049 m.

8.4 Geoïde en schietloodafwijkingen

Schietloodafwijkingen geven aan wat de helling van de geoïde is in een punt, zie (5.1)

en (5.2). Voor alle punten in Nederland waar schietloodafwijkingen zijn gegeven in

Nederland, zie figuur 5.2, zijn de hellingen van de gravimetrische geoÏde in noord-

richting en in oost-richting bepaald. Dit is gedaan met Overhauser-splines (Klees, 1992;

zie bijlage C). De verschillen tussen de gemeten schietloodafwijkingen en de berekende

schietloodafwijkingen uit de gravimetrische geoïde, zijn weergefeven in figuur 8.10. De

statistieken van deze verschillen staan gegeven in tabel 6'7.
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5 3 . 5

5 2 . 5

1 0  c m

Figuur 8.9 Verschillen tussen GPS/waterpas-geot'd,ehoogten en grauimetrische
geoíldehoogten. De zwarte punten geuen de positie uan de meetpunten weer.
De lengte uan de streepjes geeft de amplitud,e aan, en de ri,chting het telcen
uan het uerschil. De gemiddelde waarde uan ongeueer 50 cm is weggelaten.
Linksonder wordt de lengteschaal aangegeuen.

53

3 Z

5 1 . 5

5 1



8.4 Geoilde en schietloodaÍwijkingen 179

5 3 . 5

5 2 . 5

5 1 . 5

Figuur 8,LO Verschil len tussen de gemeten schietloodafwijki,ngen uit f iguur 5.2 en de be-

relcende schietloodafwijkinge'n uit de graui,metrische geotde uit figuur 8.8. De
punten die met zwarte puntjes zijn weergegeuen hebben zowel een breedte-
als lengte-component. De open rondjes hebben alleen een gemeten astro-

nomische breedte. De grootte uan de streepjes geeft de amplitude uan het

uerschil aan, en de richting de richt'ing. Linksonder wordt de lengteschaal

aange9euen.
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8.5 Bepaling van de met GPS/waterpassen en schietlood-
afwijkingen verbeterde geoïde

Uit de vergelijking van de gravimetrische geoïdehoogteverschillen en de GPS/waterpas-
geoïdehoogteverschillen en de schietloodafwijkingen blijken nog verschillen te resteren
van ongeveer 10 cm. De verschillen hebben een langgolvig karakter over heel Nederland.
De verschillen passen binnen de precisiematen van de verschillen, zoals die volgen uit
figuur 8.3 voor de gravimetrische geoïdehoogteverschillen, en de 2-3 cm maat voor de
GPS/waterpas-geoïdehoogteverschillen. Omdat de ruis in de gravimetrische geoïde met

name voorkomt op de grote golflengten (langer dan 100-200 km), kan deze fout worden
gecorrigeerd door de GPS/waterpas-verschillen die een precisie van 2-3 cm hebben over
100-200 km. In paragraaf 6.4 is getoond dat de langgolvige fout in de geoïde ten gevolge

van de ruis in het geopotentiaalmodel een zeer vlak karakter heeft in een gebied van
200 km. Deze fout kan worden beschreven middels het eenvoudige model

6 N ( q , À )  : o +  b ( À - 5 . 0 )  + c ( P - 5 2 . 0 )  , (8 .5)

waarin <p en À in WGS84/ETRS89 zijn genomen. Dit correctievlak heeft 3 onbe-
kende parameters. Er zijn 17 punten gegeven waarvoor de geoïdehoogteverschillen uit

GPS/waterpassen en de gravimetrische geoïde ó,4/(P) zijn gegeven.

De schietloodafwijkingen geven vergelijkbare informatie. Ze Zeggen niets over de abso-

lute waarde van de geoïde, maar wel iets over de helling ervan. Er geldt dan met (5.1)

e n  ( 5 . 2 )

- - b
b € : R ,

- C

R cos,p

De 36 paren van schietloodafwijkingen { en 4 leveren dus ook nog eens 36 extra voor-

waarden bij de bepaling van de gewenste correctieparameters b en c. Parameter a is niet

van belang voor de correctie van de geoïdehoogteverschillen. In een kleinste-kwadraten

vereffening worden de drie parameters bepaald. Alvorens deze vereffening uit te voe-

ren moet eerst worden bekeken wat de varianties van de metingen zijn. De verschillen

uit GPS/waterpassen hebben een precisie van 2-3 cm I 100-200 km (2' 10-7). Alle

GPS/waterpas-metingen hebben een gecorreleerde meetruis. De volledige covariantie-

matrix van de GPS-waarnemingen die volgt uit de SCAN3-berekening is gebruikt. Voor

de lokale geoïde- en waterpasruis is 5 mm genomen. Deze keuze heeft weinig invloed.

De standaardafwijking van de schietloodafwijkingen wordt geschat op 0.2" (Husti,

1978).  Dat betekent een geoïdehel l ing precisie van 10.10-7. Deze metingen hebben

een hoogfrequente/ongecorreleerde ruis.

De parameters zijn bepaald met een kleinste-kwadraten vereffening waarbij toetsing op

waarnemingen en statistisch model heeft plaats gevonden. Hierbij zijn de twee al eerder

genoemde punten Hoek van Holland en Delft verwijderd. De uiteindelijke berekening

Ievert een vlak op volgens

(8 .6)

(8 .7 )

6N(p , ) )  :  - 0 .5082+  0 .0529(À  -  5 .0 )  -  0 .04 I4 (e  -  52 .0 ) ( 8 . 8 )
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Doordat'de ruis van de schietloodafwijkingen hoog is vergeleken met de kwaliteit van de

GPS/waterpas-metingen, dragen ze vrijwel niets bij aan de berekening. De genoemde

parameters voor het correctievlak zijn daarom berekend met alleen de GPS/waterpas-

metingen. De schietloodafwijkingen worden alleen gebruikt om de hoge frequenties

van de berekende geoïde te valideren. Figuur 8,11 laat zien hoe de correcties door de

GPS/waterpas-informatie er uit zien in Nederland.

De met GPS/waterpassen verbeterde geoïde voor Nederland wordt berekend uit de

gravimetrische geoïde, plus de correctie uit figuur 8.11. Deze best mogelijke geoïde

voor Nederland wordt weergegeven in figuur 8.12. De resterende verschillen tussen de

GPS/waterpas-metingen en de geoïde staan in figuur 8.13. De resterende verschillen

met de schietloodafwijkingen staan in figuur 8.14. Zie ook de tabellen in paragraaf 6.6.

In figuur 8.15 staan de verschillen tussen de 37 GPS/waterpas-geoïdehoogten van de

NAM en de geoïdehoogten uit figuur 8.12. De gemiddelde waarde van de verschillen

is ongeveer 5 cm, Dit systematische verschil is uit de plot weggelaten. Dit verschil

kan worden veroorzaakt door gekozen referentiepunten voor GPS ofwaterpassen. Voor

de hoogteverschillen heeft dit geen invloed. Naast het constante verschil blijkt uit

figuur 8.15 ook dat er een helling in de verschillen voorkomt. Uit een kleinste-kwadraten

vereffening blijkt deze helling ól/*o'(À,9) : 0.010À - 0.0249 (in m) te bedragen.

Voor het Groningse gebied is dat ongeveer -1 cm in Oost-West richting en 1 cm in

Noord-Zuid richting. De verschillen die daarna overblijven, zie figuur 8.16, hebben geen

systematisch effect meer. De rms van deze verschillen bedraagt slechts 4 mm! Hierin zit

zowel de hoogfrequente geoïdefout, als de ruis van GPS- en waterpas-metingen, welke

op 0.5-1-.0 cm werd geschat.
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q 1  q

5 2 . 5

Figuur 8,L3 Verschillen tussen GPS/waterpas-geozidehoogten en uerbeterd,e geoíldehoogten

uit f iguur 8.12. De zwarte punten geuen d,e positie uan de meetpunten weer.

De lengte uan d,e streepjes geeft de amplitude aan, en de richting het teken

uan het uerschil. Linksonder word,t de lengteschaal aangegeuen.
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5 3 . 5

5 2 . 5

5 1 . 5

1 . 0  o r c s e c

Figuur 8.L4 Verschillen tussen de gemeten schietloodafwijkingen uit figuur 5.2 en de be-

rekende schietloodafwijkingen uit de grauimetrische geoïde ui't figuur 8.12.

De punten d,ie met zwarte puntjes zijn weergegeuen hebben zowel een breedte-

als lengte-component. De open rondjes hebben alleen een gemeten astro-

nomische breedte. De grootte uan de streepjes geeft de amplitude uan het

uerschil ao,n, en d,e ri,chting de richting.

5 2

5 1
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53.5

5 3 . 4

q a a

53.2

5 3 . 1
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Figuur 8.L5 Verschillen tussen GPS/waterpas-geoïdehoogten uan d,e NAM in Groningen
en d,e uerbeterde geor,ld,ehoogten uit figuur 8.12. De zwarte punten geuen

de positie uan de meetpunten weer. De lengte uan de streepjes geeft de
amplitude aan, en de richting het teken uan het uerschil. Het gemiddelde
uerschil is 0.050 m wat is uerwiiderd. De rms uan de uersch'illen is 6 mm.
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53.2

5 3 . 1

q 1  5
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Figuur 8.16 Verschillen tussen GPS/waterpas-geoíldehoogten uan de NAM 'i,n Groningen
en de uerbeterde geoí:dehoogten uit f,guur 8.12 na aanbrengen uan een ertra
lolcaal correctieulak. De zwarte punten geuen de pos'itie uan de meetpunten
weer. De lengte uan de streepjes geeft de amplitude aan, en de richti,ng het
teken uan het uerschil. Het gemiddelde uerschil is 0 mm. De rms uan de
uerschillen is 7 mm.
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De fout in de met GPS/waterpassen en schietloodafwijkingen gecorrigeerde geoïde voor
Nederland bestaat uit de discretisatiefout, de hoogfrequente ruis door de binnengebied-
data, en een langgolvige fout voor golflengten groter dan 100 km van 2-3 cm. De
precisiemaat voor de met GPS/waterpassen verbeterde geoide voor Nederland wordt

ïveergegeven in figuur 8.17. Een formule die de precisie beschrijft wordt gegeven door

o2o* @m2) :  (0.3)2 + (0.02)2 .  d 'r ," ,  ( in km) . (8.e)

d,prp, rs de afstand tussen de twee geoïdeberekeningspunten. Als één of beide geoïde-

berekeningspunten dicht in de buurt van België of de Noordzee liggen dan komt er nog

een foutbijdrage van deze binnengebieddata bij. De totale fout wordt dan beschreven

door

o2o* @m2) : (0.3)2 + (0.02)2 .dï,r, (in km) + ofielsië * ofroordree , (8.10)

met

oBelgië (in cm) :

oBelsië (in cm) :

oNoordzee (in cm) :

t.o !P'P"0België

0.10 d,prp, (in km)

d,r. r^
0.25 -----L0Noordzee

deulgie

dB"lgie

7.5 km ( dNoordre"

dNoordree < 7.5 km

(8 .11 )

(  3 0 k m

(8.12)

1 0

dNoord.zee (in cm) : 0.035 drrp, (in km)

Be\g ie= l0  k tn

zon"der Belgie

ó

- r 6

e

2

0
1 0 050 í 5 0

afstand (krn)

Figuur 8.17 Precisie uan met GPS/waterpassen uerbeterd,e geozld'ehoogteuerschillen 'in

Nederland. In cm. Voor uerschil lende afstanden tot België (10, 30 en 50

km) is ook de totale fout gegeuen.
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De afstand de"lgie is de kleinste afstand tussen één van beide (of beide) geoïdebere-
keningspunten en de Belgische grens. De afstand dNoordzee is de kleinste afstand tussen
de Noordzee en één van beide (of beide) geoïdeberekeningspunten. Voor verschillende
afstanden tot aan de Belgische grens is de geoïdefout weergegeven in figuur 8.17.

8.6 Vergelijking met andere geoïdes

In deze paragraaf wordt de nieuwe geoïde voor Nederland vergeleken met bestaande
geoïdemodellen. Om te beginnen is er de laatst berekende gravimetrische geoïde voor
Nederlapd (Van Willigen, 1985). Deze geoïde is berekend met een gewone combinatie-
oplossing. Het gebruikte geopotentiaalmodel is OSU81 (tot en met graad en orde 180)
en er is een binnengebied van 5o gebruikt. De gebruikte data in het binnengebied zijn
de 3'x5' waarden uit de Atlas van Nederland, en de 6'x10' gemiddelde waarden van de
Hannover-dataset. In de file met gedigitaliseerde waarden uit de Atlas-kaart zijn enkele
fouten gevonden. Dit kan ook worden gezien in figuur 2.3.4, (Van Willigen, 1985, p.82),
ten noorden van Eindhoven. Ellipsoidische correcties zijn niet apart aangebracht omdat
die waren opgesloten in de sferisch harmonische analyse programmatuur. Waarschijn-
lijk is daarbij dan een deel van de correctie weggelaten, zoals uitgelegd in paragraaf
7.4. De berekening van het blok waarin zich het geoideberekeningspunt bevindt is niet
helemaal juist uitgevoerd. Bovendien is voor de overige blokwaarden het Stokes gewicht
berekend met slechts 1 knooppunt (in het midden). De precisie van het resultaat wordt
geschat op 10 cm over 100 km. Figuur 8.18 laat de verschillen zien tussen de nieuwe
geoïde en de Van Willigen-geoïde. Het gemiddelde van de verschillen is -1.119 m, de
rms is 0.090 m, en de minimale en maximale verschillen zijn respectievelijk -1.28 en
-0.85 m. Afgezien van het constante verschil vinden we dus verschillen tot enkele dm,
met een rms van 9 cm. Dit is in overeenstemming met de precisiematen.

Denker (1989) heeft voor het westelijk deel van Duitsland een gravimetrische geoïde
berekend. Hij heeft daarbij gebruik gemaakt van het geopotentiaalmodel IFE88E1
(Nn"o,:360) (Basïë, 1989), en variabele blokgrootten in het binnengebied. Hij heeft
altijd alle data gebruikt, en niet met een vast integratiebinnengebied gewerkt. Als
berekeningsmethode voor het binnengebied is plattevlak-FFT toegepast, wat een Stokes
sommatie over blokken inhoudt, maar met enkele benaderingen in de Stokes formule.
(Haagmans e.a., 1993) hebben laten zien dat dit langgolvige fouten met een amplitude
van enkele dm kan geven. Voor het grensgebied van Nederland en Duitsland kan de
geoïde van Denker worden gebruikt voor een vergelijking met de nieuwe Nederlandse
geoïde. Figuur 8.19laat deze verschillen zien. De verschillen zijn daarin weergegeven als
functie van de breedte p langs de Nederlands-Duitse grens. Voor 203 punten in een 3'x5'
grid zien we een gemiddeld verschil van 0.421, m. De rms van de verschillen is 0.041 m en
de maxima zijn 0.355 en 0.541, m. Uit figuur 8.19 blijkt duidelijk een helling verschil. Als
we de correctie uit GPS/waterpassen uit onze oplossing weglaten, zie (8.8), dan blijkt

de helling vrijwel te verdwijnen en een verschil van ongeveer 80 cm over te blijven.

Dit verschil wordt grotendeels veroorzaakt door de verschillende kernfuncties die zijn

toegepast, respectievelijk Meissl/Wong&Gore L : 32 en Molodenskii. De resterende

verschillen bedragen enkele cm. Dit zijn effecten van de FFT-berekening, verschillen in
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Figuur 8,L9 Verschil len tussen de nieuwe geotde uoor Nederland en de geozlde uan Duits-

Iand (Denker, 1989). In m.
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8.7 Geoïde in andere referentiestelsels

Het geoïderesultaat dat tot nu toe is berekend is gegeven ten opzichte van het referen-
tiesysteem WGS84/GRS80/ETRS89, welke voor praktische toepassingen niet hoeven
worden onderscheiden. Voor sommige toepassingen is het gewenst de geoïde te hebben
ten opzichte van een ander referentiesysteem. Als de transformatieparameters tussen
het gewenste referentiesysteem en WGS84 bekend zijn, dan kunnen de geoïdehoogten

worden getransformeerd naar het gewenste systeem. De transformatievergelijking is

(8 .13)

Hierin zl jn 12,y2,22 de nieuwe coordinaten, r t ,Ar,z1 de oude coordinaten enTr, Ty,
7", e, 0, 1en ó de transformatieparameters. Het is gemakkelijker en beter om deze
vergelijking te veranderen in

.  ( 8 . 1 4 )

Hierin zíjnro,yo,zode coordinaten van een centraal gelegen punt in het gebied waarin

men geïnteresseerd is en Q, ,Tro en Tr. de translatieparameters voor het centrale
punt. Door het gebruik van het centrale punt als rotatiepunt zijn de translatiepa-

rameters en de rotatieparameters niet meer met elkaar gecorreleerd. Deze transla-
tieparameters zijn dan veel minder gevoelig voor veranderingen in de rotatiepara-
meters dan de oorspronkelijke in (8.13), zie (Strang van Hees, 1994). In Neder-

land worden de coordinaten van Amersfoort gebruikt voor het centrale punt. Deze
zi jn ro: 3903453.148,yo: 368135.313,2o - 5012970.306 in het Bessel-systeem en

zo :  3904046.180,9, :  368161.314, zo: 5013449.047 in het ETRS-systeem'

Lokale referentie-ellipsoïdes worden gebruikt om daarop vereffeningen uit te voeren
(Bakker e.a., 1985). Deze lokale ellipsoïdes worden zo gekozen dat ze zo goed mogelijk

aansluiten bij de lokale geoïde, zodat zo klein mogelijke reducties van de waarnemin-
gen op het aardoppervlak naar de ellipsoïde nodig zijn en de schietloodafwijkingen,

die de richting van de reducties bepalen, ook zo klein mogelijk zijn. Het realiseren

van de optimale aansluiting tussen de geoïde en de lokale ellipsoïde kan op verschil-

Iende manieren gebeuren. Hier wordt zodirect verder op ingegaan. De keuze van

een lokale ellipsoïde bestaat enerzijds uit de vorm van de ellipsoÏde, en anderzijds uit

de ligging (positie en orientatie) ervan. In Nederland wordt de Bessel-ellipsoïde ge-

bruikt. Deze heeft als vormparameters a:6377397.155 m en ,f - 11299.1528128. De

veel gebruikte mondiale ellipsoïde WGS84 heeft als vormparameters a : 6378137 en

f : I12g5.257223563. De ligging van een lokale ellipsorde kan worden beschreven ten

opzichte van het astronomisch stelsel, dat wordt bepaald door de gemiddelde pool-as

en cle Greenwich-meridiaan. Gemeten grootheden zoals de astronomische coordinaten

O en A, en de orthometrische hoogten (NAP-hoogten) -Fl kunnen worden beschouwd

als grootheden in dit stelsel.

( ï ) :  ( , i  ) +  ( i , ) +  ( t ;  ] . ï ) (  v i - ï )
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Figuur 8.2O Ondertinge ligging uan het astronomische stelsel en een ellipsor|de. De inder
a duidt op astronomisch, de inder e op ellipsoïdisch. 6 en e z'ijn de hoekjes
tussen de ellipsorldisch pool en de astronomische pool. Po is het astronomt-
sche zenit uan een punt op aarde. P. is het ellipsoí:d'ische zenit, dat is de
Ioodtijn op de elli,psotlde. De astronomische nul-merid,iaan ualt niet samen
met de ell'ipsoidische merid'iaan. De hoek tussen d'eze twee is u.

Er dienen 6 parameters te worden gekozen, zodanig dat de positie (translatie ten op-

zichte van het astronomische stelsel) en de orientatie (rotatie ten opzichte van het

astronomische stelsel) van de lokale ellipsoide vastliggen. De ligging van een gekozen

ellipsoïde ten opzichte van het astronomische stelsel, met de z-as gelijk aan de gemid-

delde pool-as en de x-as snijdend met de Greenwich-meridiaan wordt in figuur 8.20

gegeven, welke is afgeleid uit (Strang van Hees, 1977). Omdat de hoekjes ó'e, en de

schietloodafwijkingen { en T klein zijn, kan worden geschreven

6 '  : 6 c o s À  *  e s i n À ,

s /  :  ó s i n À  -  e c o s À .

Dan wordt verkregen dat

Q  -  9  :  4  -  6 ' ,

A - À - T s e c g + u - € t l a n q ,

( t a - ( t e  -  4 t a n 9  -  € t s e c q ,

(8 .15 )

(8 .16 )

(8.17)

(8.18)

(8.1e)
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(hierin is een zenit-hoek aÍhankelijke term weggelaten). Verder is er nog de vergelijking

H - h : - l y ' , (8 .20)

met H de waterpashoogte, h de ellipsoïdische hoogte en lV de geoïdehoogte. In deze
4 vergel i jk ingen komen 10 onbekenden voor (rp, À,e.,h,€,6,11,€1u en l / )  en 4 waarne-
mingen (O,4, ao en H). Er zijn dus 6 onbekenden over die mogen worden gekozen,
en welke overeenkomen met de drie translaties en de drie rotaties. In Nederland is de
Bessel-ellipsoïde vastgelegd ten opzichte van het astronomische stelsel door de keuze
van (Heuvelink, 1918): e,À en ec voor het RD-punt in Amersfoort (RD-X:155000,
RD-Y:463000). ,^/ is gelijk aan nul genomen in Amersfoort. Vervolgens moet dan nog
worden gekozen voor

o  { à f  ó

o  4 à f e ó f u

ook voor het punt Amersfoort. Deze keuze voor Nederland wordt niet expliciet ge-
noemd in (Heuvelink. 1918). Het wordt niet duidelijk of de schietloodafwijkingen in
Amersfoort gelijk aan nul zijn gekozen, of dat ze volgen uit het gemiddelde van de 13
breedtebepalingen en de azimutmetingen en lengtebepaling in Leiden die ten grond-
slag Iiggen aan de coordinaatkeuze voor Amersfoort. .De keuze hiervoor is ook niet
zo belangrijk voor de RD-berekening omdat de rotaties alleen een effect op de hoogte
ten opzichte van Bessel hebben, en niet op de RD-coordinaten, zoals dadelijk nog zal
worden behandeld.

De rotaties die voorkomen tussen het astronomische stelsel en het lokale ellipsoïdische
stelsel hebben een directe relatie met de rotaties tussen WGS84 en een lokaal el-
lipsoïdisch stelsel. Van WGS84 weten we, of nemen we aan, dat de assen evenwijdig
zijn met de astronomische assen (gemiddelde pool-as en Greenwich-meridiaan). De ro-
tatiehoeken om van WGS84 naar een lokaal stelsel (bijvoorbeeld Bessel) te gaan. a, [3
en 7 ui t  (8.14),  komen precies overeen met -4,6 en u ui t  f iguur 8.20.

Als de rotaties verwaarloosbaar klein worden verondersteld, dus 6 : e : u N 0, dan
wordt de ligging van de ellipsoïde bepaald door de keuze van de coordinaten van één
punt (het datumpunt) en het azimut tussen twee punten. Dit kan eenvoudig worden
vergeleken met een 2-dimensionaal platte-vlak netwerk) waar met deze 3 parameters
het netwerk wordt vastgelegd (afgezien van de schaal). AIs de drie genoemde hoekjes nu
niet precies nul zijn, maar een kleine waarde hebben dan wordt de ellipsoïde een klein
beetje geroteerd om het datumpunt. Voor de vereffende coordinaten (van bijvoorbeeld
RD) heeft dit geen significant effect. Voc,r de hoogte van een punt ten opzichte van de
ellipsoïde maakt dit echter heel veel uit. Als voor de Bessel-ellipsoïde in Nederland een
rotatie wordt aangebracht die een hoogte-effect van 10 m aan de grenzen heeft, dan
heeft dat op RD-coordinaten binnen Nederland een maximaal effect van 0.5 mm. Bij de
vereffening van het RD-netwerk begin deze eeuw (Heuvelink, 1918) zijn alleen maar de
coordinaten van Amersfoort en de azimut tussen Amersfoort en Utrecht genoemd. De

rotatiehoeken zijn niet expliciet genoemd. De keuze van de rotatiehoeken kan daarom
nu alsnog gebeuren. De keuze van de rotatiehoekjes zal zo worden gedaan. dat de
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Bessel-ellipsoïde zo goed mogelijk aansluit bij de geoïde (het NAP-vlak). Dit was ook
vroeger al het doel. Het realiseren van de optimale aansluiting tussen de geoïde en de
lokale ellipsoïde kan op verschillende manieren gebeuren, al naar gelang de metingen
die ervoor beschikbaar zijn. De kwaliteit van de Bessel-realisatie is afhankelijk van
de gekozen methode en de beschikbare metingen. Enkele mogelijke methoden voor de
bepaling van een Bessel-realisatie zijn:

o Schietloodafwijkingen in Amersfoort gelijk aan nul.

o Schietloodafwijkingen in 13 punten gemiddeld nul in Nederland.

o Minimalisatie van een aantal GPS/}I geoïdehoogten in Nederland.

o Minimalisatie van de geïntegreerde Bessel-geoïdehoogten in Nederland.

De kwaliteit van de aansluiting tussen de geoïde en de Bessel-ellipsoïde neemt toe
met deze mogelijkheden. De derde mogelijkheid is gebruikt door Schut (1991). Hij
had voor oirgeveer 20 punten GPS- en waterpashoogten beschikbaar uit de NEREF91

campagne. Door de bepaling van transformatieparameters tussen WGS84 en Bessel is

impliciet deze realisatie van Bessel uitgevoerd. Voor het bepalen van de transforma-

tieparameters zijn de Bessel-geoïdehoogten gelijk aan nul gekozen. Bij deze vereffening
krijgen de waarnemingen vrij grote correcties (met nam.e in de hoogterichting). omdat

de werkelijke Bessel-geoïdehoogten kunnen oplopen tot 0.5-1 meter. Zo worden echter
wel de transformatieparameters verkregen die een zeer goed passende Bessel-ellipsoïde

opleveren.

AIs we kiezen voor deze Bessel-realisatie kunnen ook de transformatieparameters van

Schut worden gebruikt. De transformatie van de WGS84-geoïde naar Bessel kan dan

worden uitgevoerd. Een driestaps procedure moet daarbij worden gevolgd:

o Tlansformeer WGS84 p,À,ly' naar WGS84 X,Y, Z

o Pas coordinaattransformatie toe volgens (8.13)

o Tlansformeer Bessel X,Y, Z naar Bessel g,À, N

(zie voor de eerste en derde stap bijvoorbeeld Strang van Hees, 1994). De transfor-

matieparameters en de resulterende Bessel-geoïde horen bij elkaarl Kiest men ervoor

om andere transformatieparameters te gebruiken tussen WGS84 en Bessel, dan moet

daarmee uit de WGS84-geoïde een Bessel-geoïde worden uitgerekend die er anders uit

zal zien dan de Bessel-geoïde in dit proefschrift. Het is dus voor hoogtebepalingen zeer

belangrijk dat altijd met dezelfde transformatieparameters wordt gewerkt. De transfor-

matieparameters van WGSS4 naar Bessel zijn gegeven in tabel 8.2. Deze komen overeen

met de transformatieparameters in de HTW (Kadaster, 1996). Deze transformatiepa-

rameters kunnen alleen binnen Nederland worden gebruikt. Voor de terugtransformatie

kunnen deze parameters met tegengesteld teken worden gebruikt voor de rotatie rond

het ellipsoïdische middelpunt (8.13) met een precisie van ongeveer 5 mm. Voor (8.14)

is met dezelfde parameters met tegengesteld teken de terugtransformatie vrijwel exact.

De Bessel-geoïde die uit de met GPS- en waterpasmetingen gecorrigeerde geoïde en

deze transformatieparameters volgt wordt weergegeven in figuur 8.21.
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Tabel 8.2 Transformat'ieparameters uan WGS84 @1 in (8.13)) naar Bessel (RD) (rz
in (8.t5)). Ook uoor d,e formulering uolgens (8.1/r)

Ttanslaties (m) Rotaties (fO-6 rad) Schaal

T r T y T " a
-565.040 -49.910 -465.840 -1.9848

P 1 6
1.7439 -9.0587 -4.0772. 10-6

T"o Tr"
-593.036 -25.996

7"" a
-478.742 -1.9848

1 3  1 6
7.7439 -9 .0587 -4 .0772.  10-6

Voor de berekening van schietloodafwijkingen ten opzichte van Bessel, gegeven de as-
tronomische en de RD-coordinaten, worden, uitgaande van (8.17), (8.18) en (8.19), de
volgende vergelijkingen verkregen:

Q - 9 : € - 0 . 3 9 4 "

A -  )  -  Tsecrp  -  1 .868"  +  0 .376" tan9

(to - (te - r1tang + 0.376" sec,g.

(8 .21 )

(8.22)

(8.23)

De schietloodafwijkingen { en 4 die op deze manier worden berekend geven ook daad-
werkelijk de helling van de Bessel-geoide aan zoals die is afgebeeld in figuur 8.21.

Een betere ouerall-aansluiting tussen de Bessel-ellipsoide en de geoïde zou kunnen ïyor-
den verkregen door de vierde optie op bladzijde 195 te hanteren. Er kan een kleinste-
kwadraten aansluiting van een vlak en de Bessel-geoïdehoogten op een groot aantal
punten worden berekend. Bijvoorbeeld met de punten van een geoidegrid van 5x5 km2.
Uit de helling van dit vlak kunnen correcties aan de rotaties a,Ê,.y (en daaruit ó, e
en z) worden berekend. Tevens volgt uit de gemiddelde waarde een correctie aan de
lokale hoogtetranslatiecomponent in Amersfoort. Op deze manier wordt daadwerkelijk
de beste realisatie van Bessel bereikt, zoals altijd is bedoeld. De hier gepresenteerde
geoïde voor Nederland kan worden gebruikt om de optimale Bessel-realisatie te ver$/er-
kelijken. De Bessel-orientering zou met de nieuwe geoide een lokale hellingcorrectie van
6 cm per 100 km in noord/zuid-richting en -3 cm per 100 km in oost/west-richting, en
een lokale hoogtetranslatie van -8 cm in Amersfoort krijgen, ten opzichte van de hier
gehanteerde transformatieparameters van Schut (1991), tabel 8.2. Door bewegingen
van aardschollen in de tijd treden ook veranderingen op in de ligging van Bessel ten op-
zichte van het astronomisch stelsel. Dit heeft nauweliiks invloed voor de transformatie
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8.8 Gebruik van de geoïde in de praktijk

De geoïde voor Nederland zoals die is gepresenteerd in dit hoofdstuk is beschikbaar mid-
dels een computer-programma. Hierin is een 3'x5' geoïdegrid opgenomen. Voor elk wil-
lekeurig punt in Nederland wordt de geoïdehoogte uit dit grid berekend met Overhauser-
splines (zie bijlage C). Deze interpolatiemethode heeft gunstige eigenschappen, zoals het
continu zijn van de functie zelfen haar eerste afgeleiden bij overgang tussen de gridvlak-
ken. Dit betekent dat ook de uit het geoïdegrid berekende schietloodafwijkingen continu
zijn voor heel Nederland. De fouten van de gravimetrische geoïdehoogteverschillen en
de met GPS/waterpassen verbeterde geoïdehoogteverschillen worden gegeven door res-
pectievelijk (8.1) en (8.9). Voor de fout maakt het niet uit of WGS84-geoïdehoogten
of Bessel-geoïdehoogten worden berekend. Er wordt hier nogmaals opgemerkt dat er
geen onderscheid wordt gemaakt tussen WGS84, GRS80 en ETRS89. Het computer-
programma met de geoïde voor Nederland is beschikbaar via de Meetkundige Dienst
van de Rijkswaterstaat.

Het gebruik van de geoïdehoogten voor het bepalen van NAP-hoogten uit GPS-metingen
kan op verschillende manieren gebeuren. We zullen hier drie methoden behandelen. Dit
zijn

o Omrekenen van WGS84 GPS-resultaten naar NAP

o Omrekenen van Bessel GPS-resultaten naar NAP

o Omrekenen vàn een aan RD en NAP aangesloten GPS-netwerk naar NAP

De eerste twee methoden zijn vooral van belang als men primair in hoogten is geïnteres-
seerd uit de GPS-metingen. Ze nillen alle drie kort worden behandeld.

AIs een GPS-baseline of GPS-netwerk is berekend in WGS84 door aansluiting aan 1 of
enkele punten waarvan WGS84-coordinaten gegeven zijn dan kunnen NAP-hoogten f/
van de punten worden berekend door het toepassen van

H : h - N w c s g + , (8.24)

waarin l/WCSa+ de met GPS/waterpassen gecorrigeerde geoïde voor Nederland (ten
opzichte van WGS84) is, conform figuur 8.12.

AIs een GPS-baseline of GPS-netwerk is berekend en dit vervolgens wordt getransfor-
meerd naar Bessel coordinaten (en vervolgens naar RD en Bessel ellipsoïdische hoogten)
dan bepaalt men NAP-hoogten 11 van de punten middels

H :  h  -  N B e s s e l  , (8 .25 )

waarin NBessel de met GPS/waterpassen gecorrigeerde geoïde voor Nederland ten op-

zichte van Bessel is (figuur 8.21). De transformatie van de GPS-resultaten naar Bessel

moet dan wel zijn uitgevoerd met de transformatieparameters die zijn genoemd in de

vorige paragraaf. Zijn er andere transformatieparameters gebruikt dan past de Bessel-
geoïde uit het programma daar niet bij en kan men fouten tot enkele meters verkrijgen.
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De derde mogelijkheid wordt toegepast als men zowel RD-coordinaten als NAP-hoogten

wil bepalen. Dit is echter niet zo geschikt voor zeer preciese NAP-hoogtebepaling.

De NAP-aansluithoogten mbeten eerst worden geconverteerd naar Bessel ellipsoïdische

hoogten. Vervolgens kan de aansluitingsvereffening worden uitgevoerd. Uiteindelijk

moeten van de berekende Bessel ellipsoïdische hoogten de Bessel geoïdehoogten worden

afgetrokken. Dus drie stappen:

o Converteer NAP-hoogte .F/ van aansluitpunten naar Bessel ellipsoïdische hoogte

h door h: H * NBessel.

o Doe een aansluitingsvereffening.

o Converteer de berekende Bessel ellipsoïdische hoogten h naar NAP-hoogten ,I/

m i d d e l s  H : h - N B e s r e l .

Men moet hierbij bedenken dat door de aansluitingsvereffening automatisch een (set)

transformatie(parameters) wordt bepaald en gebruikt. Deze hoeven niet gelijk te zijn

aan de transformatieparameters die zijn gebruikt voor de Bessel geoïdeberekening. Dit

kan zeker van belang zijn als slechts 3 aansluithoogten zijn gebruikt. Een fout in één

van de aansluithoogten of de GPS-meting in dat aansluitpunt plant zich dan ongemerkt

voort door het gehele netwerk. Zijn er veel meer aansluithoogten dan kan hier nog

enigszins op getoetst worden.

Van het RD-net is bekend dat zich hierin vervormingen tot dm-niveau bevinden voor

grotere gebieden. Dit is doorgaans geen probleem en kan worden opgelost door een

aansluitingsvereffening uit te voeren. De impliciete transformatie die hierdoor wordt

uitgevoerd kan echter ook doorwerken op de hoogteresultaten. Er is hier een probleem

dat het RD-stelsel eigenlijk iets kunstmatigs is zonder fysische betekenis, terwijl NAP-

hoogten wel een fysische betekenis hebben. Als men zeer preciese NAP-hoogten uit een

GPS-netwerk wil berekenen kan de berekening van RD-coordinaten en NAP-hoogten

beter worden gescheiden door twee berekeningen uit te voeren. De RD-coordinaten

middels een aansluitingsvereffening,.de NAP-hoogten middels een directe conversie zo-

als de twee eerstgenoemde methoden. Meer onderzoek hiernaar is gewenst zodat de

grootte van zulke mogelijke fouten wordt bepaald.

Het verwaarlozen van de absolute geoïdehoogten kan fouten in de NAP-hoogten ople-

veren van tientallen meters als met WGS84 wordt gewerkt of meerdere dm's als met

Bessel wordt gewerkt. AIs de verkeerde transformatieparameters tussen WGS84 en

Bessel worden gebruikt dan kunnen fouten tot een meter binnen Nederland worden

gemaakt. Als de geoïdehoogteverschillen worden verwaarloosd (door het gebruiken van

een constante geoïdehoogte voor alle punten) of de geoïde wordt benaderd met een

simpel vlak (middels een lokale transformatie), dat wordt bepaald door de aansluit-

hoogten, dan kunnen fouten van cm tot dm-niveau worden gemaakt, afhankelijk van

de afstand tussen de aansluitpunten. Is deze afstand 15 km, dan komen fouten van 4

cm binnen 5 km voor bij vlakbenadering, is deze afstand 30 km, dan kan dat meer dan

een dm zijn. Het gebruik van de nieuwe geoïde voor Nederland is dus zeer wel aan te

bevelen.
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In Nederland is de geoïde met cm-precisie bepaald. Er zijn drie zaken die hieraan
hebben bijgedragen. Ten eerste het tussen 1987 en 1995 geheel nieuw opgezette zwaaÍ-
tekrachtnet in Nederland, bestaande uit 4 nulde orde (absolute) metingen, bijna 2000
le orde metingen, tot en met 13000 tweede orde metingen op 8000 punten met een
onderlinge puntafstand van 2 km. Dit netwerk heeft een hoge dichtheid en een hoge
precisie. Ten tweede de toegepaste geoïdeberekeningsmethode met de gecombineerde
Meissl/Wong&Gore L : 32 kernfunctie voor de combinatie van binnengebieddata en
geopotentiaalmodel en de zeer preciese numerieke integratiemethode met nauwkeu-
rige Stokes gewichten. Het gebruik van de gemodificeerde kernfunctie veroorzaakt dat
de hoge frequenties in de geoïde geheel door de binnengebieddata worden bepaald,
welke zeer goed zijn. Er is een afbreekfout van mm orde. Het gebruik van de juiste,
geïntegreerde Stokes gewichten voorkomt fouten van cm-niveau. De derde factor die de
cm-precisie heeft kunnen opleveren is het GPS/waterpas-netwerk. De puur gravime-
trische geoide heeft een langgolvige fout van ongeveer 7 cm over 100 km, Met behulp
van de GPS/waterpas-metingen, die een standaardafwijking van ongeveer 2 cm hebben
over Nederland, kan ook de geoïde op de grote golflengten met deze precisie worden
bepaald.

Het gebruik van de nieuwe Nederlandse zwaartekrachtdataset geeft een verbetering van
een factor 2 in precisie ten opzichte van de oude dataset, in vergelijking met de 36
schietloodafwijkingen. De rms van de verschillen is voor de nieuwe dataset 0.37" en
voor de oude dataset 0.73". De precisie van de schietloodafwijkingen is ongeveer 0.35".

Het toepassen van één van de kernfunctiemodificaties Meissl, Meissl/Wong&Gore Z :

32 of Meissl/Wong&G ore L : 46 geeft een veel betere overeenkomst met externe geoïde-
informatie dan de gewone combinatie-oplossing. Voor met GPS/waterpassen gecorri-
geerde geoïdehoogten wordt een rms van de verschillen gevonden van respectievelijk 12
mm en 50 mm met de GPS/waterpas-resultaten. Voor de schietloodafwijkingen vindt
men respectievelijk 0.36" en 0.40", terwijl de standaardafwijking van de schietloodaf-
wijkingen ongeveer 0.35" is. Een betere overeenkomst kan dus niet worden verwacht.

De verschillende kernfunctiemodificaties geven vrij grote verschillen tussen de daarmee
berekende gravimetrische geoïde-oplossingen. Het betreft hier niet alleen het gemid-

delde verschil, maar ook de hellingen van de gravimetrische geoïdes verschillen vrij
veel. Deze verschillen zijn langgolvig van karakter en kunnen van dm-niveau zijn.
Deze grote verschillen worden veroorzaakt doordat de langgolvige zwaartekrachtdata
uit het geopotentiaalmodel veel verschillen met de langgolvige zwaartekrachtinformatie
die beschikbaar is in Europa. Als het geopotentiaalmodel en de binnengebieddata goed

overeenkomen, en dus dezelfde spectrale inhoud hebben, maakt de toegepaste kern-



9 Conclusies 207

functie niet veel uit tot graad 360. Echter, boven graad 360 wordt bij de Molodenskii-

combinatie (toepassing van de normale Stokes functie) een relatief groot deel van het
gewicht aan nul-data gegeven. Het is dus belangrijk in ieder geval een kernfunctie te
kiezen die spectrale gewichten dicht bij 1 geeft voor hoge graden. Dit doen alle hier be-
schouwde kernfuncties behalve de normale Stokes functie. Komen de signaalinhouden
op lage graden van het geopotentiaalmodel en de binnengebieddata niet overeen, dan is
keuze van de kernfunctie van grote invloed op het gravimetrische geoïderesultaat, zoals
voor Nederland blijkt.

Wordt er een langgolvige correctie aangebracht aan de gravimetrische geoïde op ba-

sis van externe geoïde-informatie, dan resteren slechts kleine verschillen voor de ver-

schillende kernfuncties, behalve voor de gewone Stokes functie door de grote aÍbreek-

fout. De verschillen tussen de drie oplossingen met een kleine afbreekfout (Meissl,

Meissl/Wong&Gore L : 32 en Meissl/Wong&Gore L : 46) zijn maximaal enkele cm.

De keuze voor de uiteindelijk toegepaste kernfunctiemodificatie voor Nederland volgt

uit de vergelijking met GPS/waterpas-metingen, omdat op basis van puur theoretische

argumenten geen eenduidige keuze kan worden gemaakt. Er is echter te weinig infor-

matie van goede kwaliteit beschikbaar om werkelijk de beste keuze te kunnen maken.

Volgens de vergelijking met de wel beschikbare data is elk van de drie methoden ge-

schikt. De oplossing die in het midden ligt van de mogelijkheden, de gecombineerde

Meissl/Wong&Gore L : 32 kernfunctie, komt net iets beter overeen) en is daarom

toegepast.

De vorm van de correctie die wordt aangebracht hangt af van de gebruikte kernfunctie.

Er is een methode gepresenteerd die kan worden gebruikt om te bepalen welke vorm het

correctievlak moet hebben. Voor een klein gebied als Nederland, bijvoorbeeld 200x200

km2, is voor de toegepaste kernfunctiemodificatie een simpel vlak voldoende. Voor een

groter gebied, zoals bijvoorbeeld Europa, is dit echter niet het geval. Hierbij dienen

veel complexere correctiefuncties te worden aangebracht.

De rms van de resterende verschillen op de 17 GPS/waterpas-punten bedraagt 12 mm.

Dit komt overeen met de totale ruis van geoïde, waterpassing en GPS-meting. In de

correctievlak-berekening, waar de volledige covariantiematrix van de GPS-metingen

wordt gebruikt, worden geen punten verworpen in de toetsing. We hebben ook laten

zien dat met een groter binnengebied een betere geoïde wordt verkregen. De verschillen

die volgen uit de voor Nederland bepaalde geoïde en 37 GPS/waterpas-metingen in

een gebied van ongeveer 50x70 km2 in Groningen hebben een rms van 6 mm. Deze

verschillen vertonen een systematisch patroon. Wordt nog een lokale vlakcorrectie

aangebracht, met een helling van ongeveer één cm over 60 km, dan resteert een rms

van slechts 4 mm. Dit komt overeen met de standaardafwijking van de GPS/waterpas-

metingen.

In dit proefschrift is een nieuwe manier gepresenteerd om de empirische covariantiefunc-

tie te bepalen. Deze nieuwe manier geeft een realistischer resultaat dan de bestaande

methode. Dit is zeer belangrijk om realistische foutschattingen te krijgen voor gemid-

delde blokwaarden.

Tevens is een nieuwe modificatie aan de conventionele collocatie-formule aangebracht,
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waarmee een efficiente combinatie van collocatie en numerieke integratie mogelijk is.
Om deze combinatie verder te optimaliseren moet worden onderzocht of ook de afbreek-
coefficienten voor rechthoekige gebieden kunnen worden ingebracht. Voor de Neder-
landse geoïdeberekening is numerieke integratie over blokgebieden toegepast.

Met een zwaartekrachtdataset als de nieuwe Nederlandse, met een hoge puntdichtheid

en een goede precisie is de beste manier om gemiddelde blokwaarden te berekenen de
kleinste-kwadraten predictiemethode met gebruik van een steungebied met een straal
ongeveer gelijk aan 1.2 maal de blokzijdelengte (ongeveer 4.5 maal de oppervlakte
van het blokgebied zelf). Dit geeft niet alleen de kleinste standaardafwijking voor de
gemiddelde blokwaarde maar ook de kleinste geoïdefout.

De standaardafwijking van geoïdehoogteverschillen ten gevolge van de binnengebied-
data in Nederland is 1-2 mm. De afbreekfout bij de berekening met 3'x5' gemiddelde

blokwaarden bedraagt 2 mm. Als met slechts een kwart van de beschikbare punten

wordt gemeten dan worden verschillen in de geoïde tot 5-10 mm gevonden. De stan-

daardafwijking van de geoïde is een factor 4 groter dan bij gebruik van de volledige

dataset.

Voor de geoïde in het zuidelijke deel van Nederland geeft de beschikbare zwaartekracht-
data in België een probleem. Door de mindere kwaliteit (dichtheid en precisie) van deze

data is de standaardafwijking van de geoïde meerdere cm. Een verbetering van deze
data en een kwaliteitsanalyse en eventuele verbetering van de data in de Noordzee

direct aan de kust zijn mogelijke aandachtspunten bij verbetering van de geoide voor

Nederland in de toekomst.

In Nederland is een project uitgevoerd dat uniek mag worden genoemd. In een tijdsbe-

stek van ongeveer 10 jaar is het volledige traject voor cm-geoïdeberekening doorlopen.

Er zijn absolute, eerste orde en tweede orde zwaartekrachtmetingen, en zeezwaarte-

krachtmetingen op Waddenzee, IJsselmeer en Noordzee verricht die cm-precisie moge-

lijk maken. Daarnaast is een berekeningsprocedure ontwikkeld bestaande uit gemodifi-

ceerde combinatie-oplossing en evaluatietechniek die voor cm-berekeningen geschikt is.

Als beloning voor deze enorme inspanning door de Faculteit der Geodesie van de TU

Delft en de Meetkundige Dienst van de Rijkswaterstaat beschikt Nederland nu over een
geoïde met een precisie van 1-2 cm.

Een goede controle en verbetermogelijkheid van de geoïde, met name voor de golf-

lengten 20-200 km, wordt verkregen als de 5e Nauwkeurigheidswaterpassing van de

Rijkswaterstaat (Lorenz, 1994) gereed zal zrjn. In dit project wordt, onder andere, op

ongeveer 200 punten zeer preciese GPS- en waterpasmetingen gedaan. Deze resultaten

zullen vermoedelijk in 1998 beschikbaar komen. Ook rond die tijd zal het GPS-kernnet

van de Rijksclriehoeksmeting van het Kadaster klaar zijn (Van Buren, 1993). Dit net

zal bestaan uit ongeveer 440 punten waarvan ook GPS-hoogten en waterpashoogten

bekend zullen zijn. Als de kwaliteit van deze beide datasets van (sub)cm-niveau is voor

afstanden tot 50 km dan kan daaruit een correctiemodel voor de hier gepresenteerde

geoïde worden bepaald. Hierdoor zal dan voor Nederland de geoïde met een precisie

van 5-10 mm bekend zi in.
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A Spectrale uitdrukkingen en relaties voor
zw aartekracht veld- afhankelij ke funct ies

In deze bijlage is een uitleg en afleiding opgenomen van verschillende spectrale uitdruk-
kingen. Deze uitdrukkingen spelen een belangrijke rol in de fysische geodesie, omdat
ingewikkelde bewerkingen in het ruimtedomein in het spectrale domein eenvoudig en
inzichtelijk worden. De eerste paragraaf gaat over algemene spectrale uitdrukkingen
en relaties, terwijl in de tweede vooral wordt ingegaan op spectrale bewerkingen die bij
kleinste-kwadraten collocatie van belang zijn,

4.1 Spectrale uitdrukkingen en relaties

Een gegeven functie op de bol kan worden geschreven als een som van bolfuncties.

óo 17

f ( P )  : \ -  t  f - - Y , * ( p p . À p )r  \ -  /  
/ J  / r  J t L

n : O  m : - n

Hierin zljn f n n de bolfunctiecoefficienten, g en À de geocentrische coordinaten van
punt P, enY^^(P) de genormaliseerde bolfuncties. Deze zijn combinaties van de
genormaliseerde geassocieerde Legendre functies P,-(sintp) met cos- en sin-functies:
Y ̂ *(P) : P,- (rir. cp) cos m) voor m )- 0 enP,'lnl(sin rp) sin lrnlÀ voor rn ( 0.

De spectrale coefficienten (bolfunctiecoefficienten) van een functie kunnen worden be-
rekend met (Heiskanen&Moritz, 1967, p.31)

f  (Q) Y" (Q) doq , (4 .2 )

Dit kan worden bewezen met toepassing van en de orthogonaliteitsrelaties van sferisch
harmonische functies (ibid, p.31)

Y- (P)Tn,,n,@) do :  6n,,6**, (4 .3)

r  - r  Ir n m  G J

(A .1 )

(4.4)

' l f- t
4r .l

o

Er wordt ook soms geschreven

rL

f - (  P \  -  \ -  f - *  v^^ (  P \
J n \ '  . /  

-  
/ -  J n m  '  n m \ t  t

Met behulp van (A.2) en het decompositietheorema (Heiskanen&Moritz, 1967, p.33)

1 n .
Pn(cos  0re)  :  ; -  p .V"^ (P)Y,^ (Q)  . (4 .5)
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kan men dan vinden
) n  + 1  f

f"(P) : -+ 
I f @) P'(cos tleq) doq . (A.6). 4 7 T !

In deze formules is de verkorte notatie voor de integratie over de bol gebruikt, nl.

f  f  f  t t
I  d o :  I  l c o s c p d À d s :  |  |  s i n $ d t [ d a .  ( 4 . 7 )

J  J J  J J
o p ^ d ! )

De stoorpotentiaal ? kan worden geschreven als een harmonische reeks, omdat 7 vol-

doet aan Laplace vergelijking (Heiskanen&Moritz, 1967). Deze uitdrukking is

o o  Z p r n * 1  n

r (P) :  t  ( : )  t  rn^Yn^(P)
n=z \T /  *?-n

(4 .8 )

: "* ï í4)" i Te,*y,^(p) ,
r  -u  \T  /  ^ - -n

metÁZ,"rn de genormaliseerde sferisch harmonische coefficienten (dimensieloos voor de

stoorpotentiaal). De sommatie over graad n begint eigenlijk bij graad 0, maar door de

veronderstelling dat de generende massa van het normaalpotentiaalveld t/ gelijk is aan

de werkelijke massa van de aarde, en dat het gebruikte coordinaatstelsel haar oorsprong

heeft in het massacentrum van de aarde, hebben de coefficienten van graad n : 0 en

n : L alle de waarde 0. De sommatie wordt daarom bij graad 2 begonnen. Met Bruns

vergelijking (2.2) vinden we voor de geoïdehoogte op aarde (r : R)

o o n ' 6 T L

t / (P) :  t  D N,,nYn (P) :  ÀD DÁ:e" Y* (P).  (A.e)
n=2 r t t= - t t  n=2 m: -n

Met behulp van de fundamentele vergelijking van de fysische geodesie in sferische ap-

proximatie (Heiskanen&Moritz, 1967, p.88)

a T 2
A s - ï  - " - 7 ,  ( 4 . 1 0 )

" i ) r r

kan uit (A.8) voor de zwaartekrachtanomalieën de sferisch harmonische of spectrale

uitdrukking

(4 .11 )

worden afgeleid. Deze uitdrukking en volgende uitdrukkingen zijn bepaald voor het

aardoppervlak waarvoor geldt r : R.

Uit een vergelijking van de formules (A.9) en (A'11) volgt dan dat

^ r Rr\rlm. - ---------il Lg,o,-. (A'I2)
"Y \n  -  L )

oo fL

Lg(P) : t t Ls,,*Y, (P)
n= )  n : - n

GM S 
TL- -= r] (n - t) D Ee "*,Y","(P)R2 !:, rn:-rL
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De relatie die geldt tussen de spectrale coeffienten van twee lineaire functionalen van
de stoorpotentiaal wordt eigenwaarde genoemd, omdat de bolfuncties Yn^(g,À) de
eigenfuncties zijn van de wereldwijde integraaloperatoren die de grootheden in het
ruimtedomein (op de bol) relateren, bijvoorbeeld de Stokes operator

st({) . do (4 .13)

Enkele voorbeelden van zulke eigenwaarden zijn

o zwaartekrachtanomalieën naar stoorpotentiaal À', -

o geoïde naar stoorpotentiaal À. : 1 (Bruns), en dus

o zwaartekrachtanomalieën naar geoïde À", : #n 
(A.13).

Het vermenigvuldigen met deze eigenwaarde in het spectrum is volledig equivalent

aan het toepassen van de lineaire operator die geldt tussen twee grootheden in het

ruimtedomein (op de bol). Zo is dus (A.12) equivalent aan de Stokes integraal (2.5) of
(A.13) voor r : .R als Ee n is bepaald met behulp van (A.2) en (A.11). Dit kan ook

worden gezien door de spectrale uitdrukking voor de zwaartekrachtanomalieën (A.11)

in te vullen in (2.5) en (2.4) te gebruiken,

2 n * (A.14)ri (P) :
t L  -

R I
4nt J

R  /  / ë
4 . 1 J  \ 2

o  , " - .

1
I P,(cos ,tt"O))

/  n ^ t r  @  t l '

[ \tiul \- í"r' - t \ D\ R Z'  rL' =2 Ínt = -nt

f _

I  Y","(Q) Yn,,,,(Q) doe

Door nu het decompositie theorema (A.5) en de orthogonaliteitsrelaties van sferisch

harmonische functies (A.3) toe te passen kan dit worden geschreven als

r/(P) : *n++ *D^,on.",n,j*t,^1r1

: 4; J 
" L Lgn,^,yn,^,(p) 6n ,6^^,

r y  L  n - L  ? .'  nm n . 'n '

(A .15 )

Rr. -
: - ' |

1 Lt n *Da,n,,,v,^(P)
Met (A.9) volgt dan dat lV,"- : #tLgn,-wat, 

weer (A.12) is.

Alle relaties die van belang zijnzijn nu genoemd, zowel in het ruimtedomein als in het

spectrale bolfunctiedomein. Verder is getoond hoe een functie in het ruimtedomein kan

worden omgeschreven naar de coefficienten van het spectrale domein. Het is belangrijk

op te merken dat de transformatie van de ene ruimte naar de andere ruimte alleen

opgaat \ry'anneer de functiewaarden globaal (wereldwijd) zijn gegeven. De orthogonali-

teitsrelaties van bolfuncties (A.3) die ten grondslag liggen aan de transformatie naar

het spectrum en andersom gelden alleen ïvanneer over de gehele bol wordt geÏntegreerd.
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A.2 Collocatie

In deze parágraaf zal nader worden ingegaan op de collocatiemethode, waarbij spectrale
aspecten een belangrijke rol spelen.

De covariantiefuncties spelen een centrale rol in collocatie. We beperken ons hier tot
het geval waarbij de covariantiefunctie wordt geschreven als

oo

C( rh ) :L " *P" (cos t l , , ) ,  (A .16 )
- - t

waarin c, de signaalgraadvarianties zijn. Omdat de covariantiefunctie weer een somma-
tie van Legendre polynomen is, kunnen de lineaire of gelineariseerde operatoren tussen
de verschillende zwaartekrachtveld-gerelateerde grootheden ook worden toegepast in
het spectrum. Als de cn zijn gegeven voor zwaartekrachtanomalieën, dan geldt (zie
bijvoorbeeld Moritz, 1980a; Rummel, 1990)

--
Cnn(rr)  :  D"" P"(cosr/)  .  (A.17)

- - ,

De signaal-covariantievoortplanting naar andere covariantiefuncties wordt dan door ge-
bruik te maken van de reeksontwikkeling voor .91(r/) (2.a) en de orthogonaliteitsrelaties
(4 .3 )

D " Ó

cNskh) : 
à J 

fi?h) cnn(,l ') do : 
E^" 

cn Pn@osr/t)

oo l?

t  , + c n P n ( c o s / ) ,  ( A . 1 8 )- ^  n l n  -  r l

D r Ó

cNN@) : 
* J 

stll)) c'n(rt') d.o : 
EX 

c, P,(cosr/)
o  " - "

à (tC _T ) ". 
P"(cosr/) . (4.1e)

De signaal-covariantievoortplanting kan eenvoudig worden uitgevoerd in het spectrale
domein.

De berekening van een covariantiefunctie voor een algemene functie op de bol die kan

worden geschreven als (A.1) gebeurt met (Moritz, 1980a, p.82)

c ( , 1 ' ) :  M { ï ( P ) f @ ) }
'21r

I f [: 
íp J J Íe)Ï(a) da doq (A.20)

o a:0

ÓO TL

:  t  \ -  1 2  V  ( P \ T n m ( Q )
/ -  L  J n n L  ' n m v  l

n = 2 t n : - n
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oo

: \ -
ZJ

cn Pn(cosrbpq) ,

Het graadvariantiespectrum (c,) is vergelijkbaar met het powerspectrum bij Fouriera-
nalyse. Als de covariantiefunctie C(tb) gegeven is, dan kunnen de graadvarianties c,.,
worden bepaald met (Heiskanen&Moritz, t967, p.257)

2 n - f I
180"

f
I C(rb) P"(cos il;) sín{ dth

J
tb:o"

waar dus
TL

cn - t  r?,, . :

w n -

TrQ,Q')  :

(A.21)

(4.22)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

? (dus meetbare
waarin de norm

Er zijn enkele modellen beschikbaar die de graadvarianties c' van de zwaartekrachtano-

malieën op aarde beschrijven . Ze zljn in principe berekend met de hierboven gegeven

formule (A.22), hetgeen niet zo eenvoudig is in de praktijk (zie ook Wenzel&Arabelos,

1981). Het meest bekende en meest toegepaste covariantiemodel is dat van Tscher-

ning&Rapp (1974),

C n  :  S ' ' t -
A(n -  r )

voor n ) 2. €n c2 : 7.5 mgal2 , (A.23)
( n - 2 ) ( n + B )

met  s  :  0 .999617,  A :  425.28  mga l2  en  B :24 .

Na de introductie van de covariantiefunctie en de covariantiefunctievoortplanting, zal

nu de collocatiemethode worden beschouwd vanuit een ander perspectief. De collo-

catieformule kan worden afgeleid met behulp van functionaalanalyse. Krarup (1969)

definieert daarvoor een Hilbertruimte op en buiten het aardoppervlak met een repro-

ducerende kernfunctie
oo

t { ( P  o \  -  \ -  '
,  tL Kn fn\cos A PQ )

n:o

waardoor het inwendig product in deze functieruimte wordt beschreven als

"  r l  t
1 J , 9 ) :  ,  ,  I

+7T +7t .l
o

o o n L

:  t  t  = 'T  -  Y*  (P)T , , , (Q)  , (A .24)L  / J  ) n - L 1
n : l J  m : - n

f

I  ï@) s@')
.t

n (8, Q') do' do,

met
o o n

\ - \ -
L L
n : 0  m : - n

4#Y,*(e)Y,*(e')

De eigenschap van de reproducerende kernfunctie houdt in dat

. f ( P ) : < r ( Q ) , K ( P , Q ) >

Als men nu uit gegeven lineaire functionalen van de stoorpotentiaal
grootheden) de schatting van ? wil bepalen met de kleinste norm'
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wordt berekend volgens <T,T >7/2 met (A.25), dan blijkt dat de kleinste-kwadraten
collocatieoplossing te zijn.

Er zijn twee dingen van belang die moeten worden opgemerkt. Ten eerste, dat de keuze
van de normdefinitie laat zien dat in de gebruikte Hilbertruimte de metriek van die
ruimte wordt beschreven door.f<(f,q). En ten tweede: er kan een set orthogonale
basisfuncties worden gecreëerd door

po(P) - L? Ke,Q) (4 .28)

waarbij LQ een lineaire operator is van de gemeten lineaire functionalen naar de stoor-
potentiaal T, zod.at uoor ? kan worden geschreven

t1e1 :  D"r .pn(P)
; - 1

In de gekozen Hilbertruimte met de reproducerende kern (A.24), wordt dit dan

fL

f1e1 : la,t rf Ke,e) (A.30)
t = I

Deze basisfuncties spannen een subruimte van de totale Hilbertruimte op, en omdat ?
een lineaire combinatie van de basisfuncties is, is het ook een element van deze sub-
ruimte. Moritz (1980a) laat zien dat alle mogelijke oplossingen voor ? die precies door
alle gegeven metingen gaan een hypervlak vormen in de Hilbertruimte, en dat de sub-
ruimte waarvan T een element is orthogonaal is met dit hypervlak. Deze orthogonaliteit
kan men aantonen door de eigenschap van de reproducerende kernfunctie (A.27). Met
de basisfuncties (A.28) wordt daardoor de minimum-normoplossing verkregen, waarbij
de norm is gedefinieerd volgens (4.25). Deze minimum-normoplossing is de colloca-
tieoplossing als voor de basisfuncties L? K(P,Q) d,e kruiscovariantiefuncties tussen de
stoorpotentiaalT en de gegeven metingen 11 worden genomen en de functie I{(P,Q)
de autocovariantiefunctie van de stoorpotentiaal is. Voor een uitgebreide afleiding en
beschrijving hiervan wordt verïvezen naar (Krarup, 1969) en (Moritz, 1980a).

Wat is de praktische of fysische betekenis van het voorgaande? Het betekent dat als
de kleinste-kwadraten collocatieformule wordt gebruikt dat een kleinste-norm oplossing
wordt berekend, met de geldende metriek van (4.26). De metriek wordt dus geken-

schetst door de getallen kr, welke in de kleinste-kwadraten collocatieformule voorkomen
in de gebruikte covariantiefunctie. De graadvarianties k,, hebben een aflopend karak-
ter voor oplopende n volgens Kaula's regel volgenslfn3. De berekening van de norm
middels (A.25) en (A.26) kan worden herschreven met behulp van de orthogonaliteits-
relaties (A.3) tot

(A.2e)

2 n * I
(A.31)

waarin Tn, de spectrale coefficienten van de functie T zijn volgens bijvoorbeeld (A.2).

Omdat de functie T een eindige energie heeft (omdat alle functies in de gedefinieerde

l l  r  l l  :  < T , T  > r / 2  -  ( Ë
\ n=2

17

\-
Z-/

Tn=-
tun

:. r/2

, 4 ^ )  '
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Hilbertruimte kwadratisch-integreerbare functies zijn, ofwel een eindige norm hebben),

betekent het dus dat de spectrale coefficienten Tn die worden geschat met collocatie

voor grote waarden van n heel klein moeten zijn, want k,, is ook heel klein voor grote

n in (A.31). De bepaalde oplossing ? uit collocatie bevat dus relatief weinig hoge

frequenties en is dus glad van karakter. Dit is inderdaad wat gewenst is. In principe

is elke functie die door alle meetpunten gaat een mogelijke oplossing voor 7. Deze

continue oplossing kan tussen de gegeven punten in een wild karakter hebben. Men heeft

echter liever een functie die zich glad gedraagt tussen de meetpunten in, en dit wordt

gerealiseerd door de signaalgraadvarianties te gebruiken voor de keuze van de metriek

van de oplossingsruimte. Collocatie geeft dus een oplossing voor de stoorpotentiaal of

de geoïde die glad is, en waarbij de mate van gladheid wordt bepaald door de gebruikte

covariantiefunctie.



B Lopend-gemiddelde-operator

In deze bijlage wordt de lopend-gemiddelde-operator behandeld, omdat deze veelvuldig

wordt gebruikt in de literatuur voor de berekening van de discretisatiefout in de geoÏde,

en voor de berekening van gemiddelde zwaartekrachtwaarden.

Wanneer op een continu gegeven functie op de bol de lopend-gemiddelde-operator wordt

toegepast dan wordt aan elk punt de gemiddelde functiewaarde van een omliggend

gebied van dat punt toegekend. Als dit omliggende gebied cirkelvormig rondom het

punt wordt genomen, en de onderhavige functie zijn de zwaartekrachtanomalieën dan

krijgen we

1 f
A s , ' ( P ) : : l l g ( Q )"p \  o i  

! ,

Hierin geldt voor B(r/)

B(rb): 7;C*6J

B ( { t )  : 0

Deze functie is weergegeven in figuur B.1. Omdat de functie homogeen en isotroop is

kan worden geschreven

B(rD : D 0" P.(costl,t) .
4 - ,

De spectrale coefÊcienten kunnen worden berekend middels (zie ook (A.22))

) m  - L " t  ï^ Etu '  L  
I  B0!)  P"(cos, / )  s in t ,  d I ,  .t J n :  

2  , L ^

De pr,-coefficienten kunnen worden uitgerekend met een recursief algoritme dat is ont-

wikkeld door (Sjóberg, 1980).

o v o

Figuur B.l p - funct'ie u oor lopend- g em'id'd'elde'

f
doq - | tg(Q) B($) doq (8 .1 )

(8.2)

(8 .3 )

(B.4)

0 < t b < l t e

l t < $ í r
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0 10000 20000
n

Figuur 8,2 B--coefficienten uan de lopend-gemiddelde-operator, berelcend, uoor
tht  :0 '06"  '

Als van de zwaartekrachtfunctie de spectrale coefficienten Ag"(P) zijn gegeven, dan
kan de gesmoothle versie worden berekend middels

Lgr t@) :  D Lg , (P)  0 . .
^_ ,

In figuur B.2 worden de spectrale coefficienten p,, weergegeven,
wat er met het spectrum gebeurt door het toepassen van de
middeling haalt niet alleen het grootste deel (dus niet alles!)
weg, maar heeft ook invloed op de lage frequenties.

(8 .5 )

zodal kan worden gezien
middelings-operator. De
van de hoge frequenties



C Overhauser-splines

De approximatiemethode Overhauser-splines kan worden gebruikt als de beschikbare
functiewaarden in een regelmatig grid zijn gegeven (Klees, 1992). Deze methode heeft
als eigenschap dat de functie zelf. en de eerste afgeleide ervan continu zijn, ook op
de overgang tussen twee naburige elementen. De approximatiefunctie is voor het 1-
dimensionele geval een samenstelling van twee parabolen. De ene gaat door de drie
punten Pt,Pz en P3 met de coordinaten ur :  Q,ur :  0.5 en u2: 1, de tweede
door de punten Pz, Ps en P4 met de coordinaten ut : 0, uz : 0.5 en u3 - 1. Dit is
ook weergegeven in figuur C.1. De gegeven functiewaarden voor de vier punten zijn
respectievelijk 21, 22)zz en za. De twee parabolen worden dan beschreven middels

n ( u )  :  ( 1  - 3 u  + 2 u 2 )  z t * ( 4 u - q u r )  z z - l ( 2 u 2  - u )  z z ,  0  <  u  í  1

(c .1)
g z ( r )  :  ( 1  - 3 o  + 2 u 2 )  z z t ( 4 u - q r \  4 + ( z u 2  - u )  z + ,  0  <  u  í  1 .

De lineaire combinatie van de twee parabolen die een derde orde curve oplevert is

s ( t )  :  ( 1  - r )  g r ( u )  +  t  g z ( u ) ,  0  < ,  <  1 . (c.2)
Deze curve is gedefinieerd tussen de punten P2 en P3. Er geldt (zie ook figuur C.1)

u :  0 . 5 ( 1 + t )
(c.3)

n  : 0 . 5 t .

en hieruit volgt dat
4

\ -  
"  

z . rg ( t )  :  >  . ï , l t )  z , i .  0  1 t 5 7 ,
'  ; - 1

/q*'

0

Figuur C.L Ouerhauser-spline:

(c.4)

a)
/ P 4

,/ 
nt'

11

P
I

lineair combineren uan twee parabolen.
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met

h 0 ) :  - 0 . 5 ,  + *  -  0 . 5 1 3 ,

Í2 f t )  :  r  -  2 .5 t2  +  r .5 t3 ,
(c.5)

/ s ( i )  :  0 . 5 ,  +  2 *  -  r . s f  ,

f+U) : -0.5 * + 0.5 ,3 .

Met (C.a) kan tussen de punten P2 en P3 de functie worden bepaald. De continuïteit
van de eerste afgeleide van de functie wordt veroorzaakt door het gebruik van de twee
buurpunten P1 en Pa. Men kan eenvoudig aantonen dat de functie en zijn eerste
afgeleide ook continu is naar het volgende interval toe, tussen de punten P3 en P4 waar
de approximatiefunctie wordt bepaald door de gegeven functiewaarden in de punten

Pz - Ps.

Deze approximatiefunctie kan worden uitgebreid voor meer-dimensionele gevallen. We
zijn hier geïnteresseerd in het 2-dimensionele geval. We hebben een regelmatig grid van
g- en À-coordinaten, waarop voor elk punt de geoïdehoogte is gegeven. We gebruiken

nu 16 gridpunten die samen 9 blokgebieden vormen. Deze worden rveergegeven in
figuur C.2. Met behulp van deze 16 punten wordt in het middelste van de 9 blokgebieden
de functie berekend. De vergelijking die wordt gebruikt is

o'r-r-r-l'
l l l l
l l r l

3 ( I ) - r F - } - -  
-  

t )

, ]__l_L_l
l l ' l l' l {+#)-_=___-1)
1 2 3 4

Figuur C.2 De 16 punten die worden gebruikt bij toepassing uan Ouerhauser-splines uoor

2- dimensionele situati'es.
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s(t1,t2) : h(tt) ( h(tr) zr. * fz(tz) ztz * f t(tz) zB * f+(tz) zv ) *

ïz(tt) ( fr(tz) zzr * ïz(tz) zzz t fs(tz) zzs * f+(tz) ,zn ) *
(c.6)

ïs(tt) ( h(t) zn 'r fz(tz) zsz * Ís(tz) zee * l+(tz) zs+ ) *

f+ftt) ( h(tz) z+t * Íz(tz) z+z * ïs(tz) z+s * f +(tz) zq,a, ) ,

met 0 t h 11 en 0 < tz S 1. De approximatiefunctie is dan

4 4

s ( t 1 , t 2 ) : t D r n , ( t 1 , t 2 ) z a 1 ,  ( C . 7 )
" - 1  ; - 1

met

w; j (h , tz )  :  f , i ( t t ) ï i ( t ) .  (C .8)

Door deze Overhauser-splines te gebruiken in combinatie met het berekende 3'x5'

geoïdegrid kunnen we voor ieder punt in Nederland de geoïdehoogte uitrekenen en ook

de schietloodafwijkingen. Bij overgang van een gridgebied naar een buurgridgebied

zal de geoïde mooi glad verlopen, in tegenstelling tot bijvoorbeeld het geval waarbij
(bi)lineaire interpolatie wordt gebruikt. De schietloodafwijkingen zullen op deze over-

gangen ook een continue functie opleveren.




